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Introduction






a synthese par modéle de signaux se concentre sur la représentation temporelle de la vibration
du son : le signal sonore. Helmholtz, des 1860, avait vu dans la vibration périodique d'un son

la possibilité de le décomposer en signaux élémentaires sinusoidaux en utilisant la série de Fourier.
Mais il a fallu attendre le milieu du XXsiécle pour que les techniques électroniques permettent de
synthétiser ces signaux.

Du concept designal on est ainsi passé naturellement au conceptyti¢hése le signal n’est
plus essentiellement un signal capté, mais devient un signal synthétique. Cette synthése par modéle
de signaux se décline en différentes formes. La synthése additive, a I'origine des premiers synthé-
tiseurs analogiques, construit un son par superposition de sinusoides. Bient6t, les progrés du traite-
ment du signal, utilisé aussi dans d’autres domaines, principalement les télécommunications, offrent
de nouvelles perspectives : synthése soustradtizd’atténuation ou amplification par filtrage de
certaines composantes fréquentielles d’'une source riche en harmoniques ou bruitée), synthése par
formes d’onde, granulaire, formantique, par convolution, par modulation de fréquence (ou synthése
FM). Ces techniques ont ainsi produit des résultats concrets en matiére de synthése mais aussi en
termes de reconnaissance vocale, de transmission et compression de données... Elles sont méme a
I'origine de nouveaux sons virtuels sans correspondance directe avec un processus traditionnel de
production sonore

Aussi sophistiquées que soient ces techniques, gu’elles soient analogiques ou numériques, toutes
découlent du concept diggnalet ne visent qu’a reproduire les propriétés perceptives des sons, sans
se soucier de la fagon dont ils sont créés et sans aborder les phénomeénes de propagation. Or, les
objets sonores ne peuvent pas se résumer aux seules variations des propriétés du signal méme s'ils
produisentn fineun signal. De fait, si les grandes lignes du son musical (hauteur, variation de timbre
et d'intensité) sont bien reproduites, I'oreille la plus commune fait tout de suite la part entre un son
naturel et un son artificiel. Cette faiblesse apparait comme inhérente au cadre d’analyse retenu. Car,
si la synthése sonore produit un signal, ce n’est pas son objet. L'objet de la synthésestast le

La synthése par modélisation physique offre une démarche alternative en s’interrogeant sur les
causes plutdt que sur les effets. Quels sont les phénomenes physiques de la production du son?
Comment se propage-t-il ? Voila les questions auxquelles le scientifique doit répondre.

Au préalable, c’est la question du choix du systéeme de production sonore a étudier qui se pose.
Si on s’intéresse au son musical c’est naturellement I'instrument qui redevient au centre des pré-
ocupations. La formalisation des probléemes dépasse alors le cadre de I'analyse d’un signal. Prenons
I'exemple de linteraction d’'un archet et d’'une corde ou se jouent des phénomenes physiques de
frottement, de contact, de glissement, d’échauffement, tous encore mal compris des physiciens et
des mathématiciens. Ce n’est qu’en simplifiant et en décomposant le systéme que I'on peut espérer
en comprendre le fonctionnement. Plutdt que de développer un modeéle complet par instrument (ou

1Les sons synthétiques et artificiels prennent une place de plus en plus importante au sein de I'orchestre traditionnel.
Méme les institutions les plus conservatrices font une part a ces nouvelles techniques. Le CNSM n’accueille-t-il pas une
classe d'électro-acoustique ?




par famille d’instruments), il faut chercher a rendre compte de leur diversité de maniére modulaire.
Ainsi, contrairement & I'approche précédente qui présentait les phénomeénes dans leur globalité, ce
seront ici des sous-structures qui représenteront une, et une seule, propriété physique précise. Si bien
gu'un objet instrumental complexe se décrit par 'assemblage de plusieurs sous-structures. Les regles
d’assemblage doivent, elles aussi, faire I'objet d’une attention toute particuliere. Puisqu’il est princi-
palement question ici de propagation d’ondes, I'interaction des éléments de I'ensemble joue un rble
primordial dans le comportement du systeme global.

Depuis maintenant deux décennies plusieurs approches de la synthése par modélisation physique
se sont développées dans cette direction. Tous les formalismes décomposent un systéme physique
complexe en structures élémentaires en interaction dont les propriétés mécano-acoustiques sont étu-
diées. Elles différent seulement dans la maniéere de traiter individuellement le comportement dyna-
mique de chaque élément : propagation guidée pouguédes d’ondesle Julius Orion Smith (a
Standford), relation fondamentale de la dynamique pour les masgesrdis-Anima(développé a
I’Acroe) ou mode de vibration darddodalys(développé par I'équipe d’acoustique instrumentale de
I'lrcam dans les années 90).

La définition méme de la structure élémentaire dépend du formalisme choisi pour décrire son
comportement dynamique. Dispose-t-on de la seule relation fondamentale de la dynamique ? Les
structures sont des masses. Connait-on la propagation dans un tube ? Les structures sont des guides
d’ondes. Enfin choisit-on le formalisme modal ? Les structures sont celles dont les expressions ana-
lytigues des modes propres de vibration sont disponibles (c’est-a-dire un petit nombre d’objets vi-
brants, pour la plupart & une ou deux dimensions, dont les géométries et les conditions aux limites
sont suffisamment simples (plaque rectangulaire & bords appuyés, membrane circulaire fixée sur sa
circonférence, corde, tube ouvert-fermé, etc.. .). Le choix de se limiter aux seules structures simples
dont les modes propres sont connus analytiguement, comme c’est le cas dans Modalys, est un choix
pratique. L'idée, qui est a I'origine de cette thése, est d’exploiter les connaissances actuelles en ma-
tiere de calcul modal numérique pour envisager des structures de géométrie plus variée (voire de
formes quelconques).

Cependant, cette extension induit de nouvelles contraintes. En effet, les objets tridimensionnels
interagissent nécessairement via leur surface. Les conditions aux limites dépendent alors du temps et
traduisent I'influence du milieu extérieur sur le systeme considéré. Pour les objets simples traités par
Modalys cette difficulté n’apparait pas car les conditions aux limites sont immuables (corde fixée a
ces extrémités, plaque supportée,...) et n'interviennent pas explicitement dans le calcul des interac-
tions entre objets. Le formalisme doit donc étre amélioré en définissant précisément un élément de
base.

FiG. 1. Structure élémentaire seule et en interactiorLa premiére partie de la these se consacre a I'étude d’'un

solide élastique de forme quelconque, isotrope ou anisotrope, soumis a des conditions aux limites arbitraires et

évoluant selon les lois de propagation linéaire. Les résultats de cette étude servent, dans la seconde partie de
thése, a résoudre les problemes d’interactions entre ces éléments de base.

Pour cela, nous avons choisi une structure élémentaire indépendamment du formalisme qui per-




met de décrire son comportement. Il s’agit d’'un solide élastique de forme quelconque, isotrope ou
anisotrope, soumis a des conditions aux limites arbitraires et évoluant selon les lois de propagation
linéaire. Cela fournit un cadre d’analyse volontairement limité et simglifié maniére a pouvoir

traiter les problemes de la fagon la plus exhaustive possible, tout en gardant un niveau de généralité
raisonnable permettant de représenter nombre de situations concrétes. Le choix des solides (plutdt
que les gaz ou les fluides) est un parti pris mais comporte néanmoins dans son traitement mathéma-
tique certaines caractéristiques communes a d’autres milieux.

L'étude de cet élément de base fait I'objet de la premiére partie de cette thése et est abordée
en utilisant les méthodes intégrales. D'autres méthodes existent (méthodes directes de calcul de la
solution d’'un probleme aux équations différentielles par un algorithme itératif), mais I'avantage des
représentations intégrales est par définition de prendre en compte les phénomenes sur la surface des
objets. Or, c'est précisemment par l'intermédiaire de leur surface que les objets tridimensionnels
interagissent entre eux.

Ces méthodes proposent de traiter un probléme ellyptique par la détermination d’une distribu-
tion de sources placées sur le bord des structures. La connaissance de cette distributions permet de
résoudre le probleme y compris dans le volume. Généralement les sources utilisées correspondent a
des solutions élémentaires du milieu infini. Cependant cette variante nécessite de résoudre des équa-
tions intégrales pour chaque situation et peut s’avérer étre trés colteuses en terme de temps de calcul.
Le choix de la fonction de Green propre au systéme étudié (ou plus exactement du noyau de Pois-
son comme nous le verrons dans le détail de cette thése), ou figurent explicitement les conditions
aux limites, s’est avéré étre mieux adapté pour une utilisation musicale. Les calculs sont répartis en
deux phases : I'une permettant d’obtenir la signature acousto-mécanique du systéme étudié et I'autre
donnant la réponse de ce systéme soumis a une excitation quelconque.

Cependant, ce type de choix de solution élémentaire n’est pas fréquent et il a fallut adapter, a cette
situation particuliére, la théorie des équations intégrales en aboutissant a une formulation valide sur
la surface des objets. En effet, les singularités qui peuvent apparaitre lorsque le point source coincide
avec le point d'observation, nécéssitent un traitement rigoureux. C'est la principale difficulté qui
a été levée dans ce travail de thése : les représentations intégrales obtenues différent des solutions
habituelles.

Dans une seconde partie, les propriétés physiques qui auront été établies serviront a résoudre
les problémes d'interactions entre les éléments de base : principalement les problemes de contact et
d'assemblage. Cette partie constitue une alternative aux modéles phénoménologiques généralement
utilisés en synthése sonore pour traiter les interactions. Ces modeéles nécessitent I'utilisation de pa-
ramétres non linéaires qui sont difficiles & estiragriori. A l'inverse, dans ce travail, le parti pris
est de partir des principes premiers de la physique (notamment des lois de conservation de la méca-
nigue des milieux continus) pour abouitir fine au comportement des structures en interaction, en
repoussant au plus loin les limites de I'abitraire.

Ce travail ne serait pas abouti sans une application concréte. La derniére annexe présente le
manuel d'utilisation du logiciel Modalys dans lequel une partie des résultats ont été implémentés.

2ja propagation non linéaire n’est pas prise en compte
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our appliquée que soit la problématique de cette thése, elle s’inscrit dans un cadre théorique

assez vaste dont la synthése sonore n’est pas le domaine d’application privilégié. Ce cadre est
celui de la mécanique des milieux continus, utilisée ici pour traiter le comportement dynamique des
solides. Le premier chapitre expose brievement cette théorie de maniére a obtenir les équations du
mouvement qui seront résolues selon les cas dans la suite du document.

L'influence des conditions aux limites sur les propriétés de résonance d’'un systéme n’est plus

a démontrer. C’est pourquoi, le deuxieme chapitre accorde une large place a la formalisation ma-
thématique des problémes aux limites. Dans ce contexte, le formalisme intégral est particuliérement
bien adapté dans la mesure ou le comportement dynamique du systéme est complétement déterminé
par les champs de contrainte et de déplacement en vigueur sur la surface des objets. Le troisieme
chapitre introduit une solution élémentaire, le noyau de Poisson, qui permet d’'obtenir la solution
du probléme aux limites sous la forme d’une solution intégrale ou figurent explicitement les condi-
tions aux limites. Viennent ensuite quelques pistes qui permettent d’envisager le calcul de ce noyau
élémentaire dont la méthode modale. Le quatriéme chapitre, consacré aux méthodes numériques,
expose la solution explicite du probléme aux limites a I'aide de la version numérique du noyau de
Poisson. Enfin la premiére partie se termine par I'étude d'un systéme mécanique en vibration au
voisinage d’un état d’équilibre ol régne un champ de contrainte non nul. Le spectre de vibration est
alors modifié par la présence de cette précontrainte (corde, table d’harmonie, archet de violon,...).
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ette thése fonde la modélisation des instruments de musique sur les lois de la mécanique. Ce
C chapitre propose une relecture synthétioies lois de la mécanique de maniére a faire ressor-
tir les principes physiques fondamentaux qui les sous-tendent et qui seront la référence premiere de
tous les développements des chapitres suivants. Il n’est donc pas question ici de réécrire un traité de
mécanique des milieux continus mais d’insister sur la relation qui existe entre la pensée axiomatique
de la mécanique et la mathématisation qui en découle.

Les équations du mouvement d’'un corps en évolution thermomécanique peuvent étre établies a
partir de lois de conservation. En mécanique classique, cing lois de conservation sont postulées indé-
pendamment de la géométrie et de la constitution des matériaux étudiés. Il s’agit de la conservation
de la masse, de la quantité de mouvement, des moments, de I'énergie et enfin de |%erfapie
conservation, il est sous entendu conservation dans le temps. Une q@bs¢itéonserve si elle est
invariante au cours du temps. C’est généralement vrai pour un systéme isolé. Lorsqu’un systéeme est
soumis a un environnement extérieur, il n'est plus isolé et la loi de conservation exprime la variation
temporelle% de la quantit&) pour traduire les échanges du corps considéré avec son environne-
ment.

En mécanique des milieux continus, chaque quantité qui se conserve (ou qui varie selon une loi

1Cette relecture s’appuie plus particuliérement sur les ouvrages généraux de mécanique des milieux La)tB1ds. [
2En tout rigueur, il faudrait parler des deux premiers principes de la thermodynamique, plutét que de conservation de
I’énergie et de I'entropie.
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donnée) se présente comme une somme continue d’'une densité volRimicest-a-dire une inté-
grale portant sur le domairie; occupé par le corps considéré a I'instante domaine est celui qui
suit le corps dans son mouvement propre. Les équations du mouvement sont alors rendues explicites
en évaluant la dérivée particulaire (i.e. temporelle) de ces intégrales et la principale difficulté porte
sur le fait que le domaine d’intégratiofl;, dépend du temps.

Dans ce chapitre, les lois de conservation sont présentées tour a tour ($petibes équations
du mouvement en sont déduites en appliquant deux théorémes fondamentaux 23elcéqnemier
permet de calculer la dérivée particulaire d'une intégrale portant sur un domaine qui dépend du temps
et le second permet de prendre en compte, dans le volume du corps, I'infuence de I'environnement qui
agit sur sa frontiére. La derniére partie traite de la loi de comportement des milieux visco-élastique.

1 LOIS DE CONSERVATION

Axiome 1.1 Conservation de la masska masse totale d’un corps est invariante au cours du temps.

Selon cette loi, la masse initiale totale du corps (c’est-a-dire celle évaluée dans sa configuration non-
déformées at = 0) estla méme que celle évaluée a n'importe quel autre instatgst-a-dire dans

sa configuration actuellg;). La masse totale d’un systéme matériel occupant un volagmg@esp.

Q,), dans sa configuratiof, (resp.x;), s'obtient comme l'intégrale d’une densité volumique finie,
appelée masse volumique et notggresp.p)

M = podv, 0<pg<+oo, (resp.M = pdv, 0<p<400)
Qo Q

La loi de conservation de la masse stipule

M = podv:/ pdv
Qo Q

Or, la premiere intégrale est indépendante du temps. La loi de conservation de la masse peut donc
s’écrire

d d
— dv = — dv = 0. 1.1
il o dt/QOPOU (1)

Axiome 1.2 Conservation de la quantité de mouvemenhf variation de quantité de mouvement
d’'un domaine fluide ou solid@, est égale a la résultant& des forces agissant sur le domaine.

Mathémathiquement,

d
%/Q puadv =F (1.2)

ou le terme de gauche est la variation de quantité de mouvement du ddiahé le champ des
vitesses des particules €B. La résultante des forces se compose de forces de volume (la gravité
par exemple) et de forces de surface qui traduisent des actions locales de contact. Cette distinction
permet d'écrire la loi de conservation de la quantité de mouvement sous la forme

d
— pudv:/ pfdv+/ tads (1.3)
dt Jq, o o9,

out, est une force par unité de surface agissant sur la fronti@fedu corps. Cette force dépend,
comme son indice le laisse supposer, de I'orientation du vecteur unitamemal a0€2;. Par conven-
tion ce vecteur pointe vers I'extérieur (. La densité massique de forEeend compte des effets a
distance.

Smasse volumique pour la masse, densité massique ou spécifique d'énergie intpme I'énergie interne totale. ..
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Axiome 1.3 Conservation des moment&a variation des moments d’'un domaine fluide ou solide
Q, est égale a la résultante des moments des forces agissant sur le domaine.

Mathématiquement,
d
— pOM/\l'ldv:/ pOM A f dv + OM At,ds (1.4)
dt Jo, o a0

ou le terme de gauche est la variation des moments du dofawer rapport a une origine arbitraire
O. Le terme de droite est la somme des moments des efforts de surface et des moments des efforts
de volume par rapport a l'origin@.

Axiome 1.4 Conservation de I'énergie ou premier principe de la thermodynamigla variation
de I'énergie cinétiqud’ et de I'énergie internd? d’'un domaine fluide ou solidQ; est égale a la
somme de la puissan@@ des forces agissant sur le systeme et du taux de ch&etagu par le
systemé

Mathématiquement,

S ew)=p 1o (1.5)

En mécanique des milieux continus, I'existence d’'une densité spécifique (ou massique) d’énergie
internee est postulée. Elle permet d’écrire I'énergie interne sous la forme

W = pedv
Q

L'énergie cinétique totale a pour forme

1
T:f/ pa.adv
2 Ja,

La puissance des forces de surfageet de volumef est donnée par
P = pf.lldv+/ tn.ads
Qy o

Le taux de chaleu@ recu par le systéme se compose

1. d’'un terme de volume dont la contribution est I'intégrale de volume d’une déngité corres-
pond aux taux de chaleur fourni, par unité de masse, aux éléments du systeme par I'extérieur,

2. d’'un terme de conduction a la frontiéd€); du domaine?,, dont la contribution est 'opposée
du flux d’un vecteur courant de chalagsortant de la surface@(;

Ce qui permet d’écrire
Q= phdu—/ q.nds
Q4 o0

oun est le vecteur unitaire normal a la surfag®, pointant vers I'extérieur du domainig,. Dans
ces conditions, le premier principe de la thermodynamique est

i/ <pe + lpil.il) dv = / (pf.a+ ph) dv —l—/ (th.0—q.n) ds (1.6)
dt ) q, 2 o o9,

4Drautres formes d’énergie d’origine électromagnétique, chimique. .. peuvent étre présentes mais seuls les problémes ther-
momeécaniques sont envisageés ici




14

Axiome 1.5 Second principe de la thermodynamiquka variation de I'entropieH d’un systéme
est toujours plus grande que la somme des sources d’entropie volumique et du flux entrant d’entropie
qui traverse la surfacéf,.

Mathématiqguement,

d
77.(2/ padv+/ b.nds (1.7)
dt Q, o9,

ol a est une densité spécifique (ou massique) de source d’entropie apportée par I'extérieur. En mé-
canique des milieux continus, I'entropté est décrite par une densité d’entropie spécifigelle
que

H= psdv.
Q
Il est aussi possible d'introduire la température abséltmujours positived > 0 etinf § = 0) de
maniere a relier le flux d’entropib au vecteur courant de chalegrpar la formuleb = —4. Le

parameétrér permet de décrire les sources d’entropie sous la forme%. Le second principe de la
thermodynamique devient alors

d h 1
— dv > —dv — —q.nd 1.8
2 Q/’”—/Qtpe o /mteq“’ (1.8)

2 EQUATIONS DU MOUVEMENT

2.1 Théorémes fondamentaux

Considérant le domairfe, traversé par une surface de discontinditéle vitessew (Fig.1.1), les
deux théorémes suivants sont fondamentaux pour déterminer les équations d’équilibre dynamique.
Dans la suite, l'intégrale de volume s\ X; représente l'intégrale s@; en excluant les points
situés sur la surface de discontinuite De méme, l'intégrale qui porte sur la surfag®, \>; exclut
la ligne d’intersection d&; avecof); (Fig.1.1).

Q\Z = QL UQZ 9Q\D, = 09 U2

La dérivée particulaire d’une intégrale de volume portant sur le domah&y; de tout champd
(scalaire, vectoriel, tensoriel) discontinu siyrest donnée par

4
dt

Adv = / I:aA + (Auk)’k] dv + [[.A(Uk — wk)}] 4% ds (|9)
Qe\E¢ Q\2y ot pon

(la notation(.Aty,) i désigne la dérivée partielle deluy, ) par rapport a la coordonnégs)

Le théoréme généralisé de la divergencstipule que pour tout chamg (scalaire, vectoriel, ten-
soriel) discontinu suE;, on a

/ Any ds = / A dv + [A] ny ds (1.10)
O\ Q\2¢ 3t

Les double crochets indiquent le saut de la fonction qu’ils encadrent : c’est-a-dire la différence des
valeurs de la fonction de part et d’autre de la surface de discontinuité orientée selon le choix de la
normale.

[fl=rt—f (1.11)

Le produit[ f] ni est indépendant de toute orientation de la normale
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o0}

Q, =Qlun?
a0y = 00} U 002

o7

FiG. I.1. Surface de discontinuitéUn domaine fluide ou solid@; peut étre traversé par une surface de discon-
tinuité ,. Deux solides en contact représentés par les domé&lpes Q? (tels que, = QF U Q2) peuvent
avoir une masse volumique différente. A la traversée de la suffatiamasse volumique est alors discontinue.

2.2 Equations du mouvement non linéaires

En appliquant, maintenant, les deux théorénh&g €t (1.10), aux lois de conservations décrites
dans la précédente section, c’est-a-dire en prenant respectivement

1 .
A=p, A=pun, A=pOMAGR, A=pe+ §pl’1.1'1 et finalement A = ps,

dans les formulesl.@), (1.3), (1.4), (1.6) et (1.8), il est aisé d'obtenir les équations du mouvement
suivantes

Conservation de la masse

0
a—f + (i) e =0 dans,\ 3, (1.12)
[[p(uk — wk)]] ne =0 sur,; (|13)
Conservation de la quantité de mouvement
pfk + ok = plig danth\Zt (|.14)
ﬂuk]] p(’i&l — wl)nl = H(Tkl]] ny sury; (|15)
Conservation des moments
Okl = Ok danth\Zt (|16)
Premier principe de la thermodynamique (conservation de I'énergie)
pé = o1 Uk, + ph — a1 dans;\ >, (1.27)
1. . .
|[(2uk.uk + e)]] ol —wy)ny = [ogdx — g m sury; (1.18)
Second principe de la thermodynamique (entropie)
h
ps = pG + ()0 >0 dans,\, (1.19)
([[s]] p(ty —wy) + [[%]]) n; >0 suryy; (1.20)

ou le tenseur des contraintes de Cauchy a été introduit en posant

oy = tnp  SUr 0y (1.22)
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Remarque Il est utile, pour effectuer ces calculs, d'exprimer la dérivée particulaire d’une quantité
X définie par sa densité spécifigyédensité par unité de masse) sous la forme

. d [ . .
$= 5 [ ovao= [ pxdvs [ ot - wnds (1.22)
dt Jq, 2\ 5

Cette relation est obtenue en prenant en compte la conservation de la hif3set (1.13) dans la
formule de dérivationl(9).

Energie libre

Un autre forme d'inégalité fondamentale est obtenue en élimindet(.19) et (.17). En tenant
compte du fait qué > 0, il vient

p(0s — é) + Ok U, — %971 >0 (1.23)
Il est parfois utile d’exprimer cette inégalité en fonction de I'énergie libre spécifique
Y =¢€—0s (1.24)

en éliminant I'énergie interne L'inégalité obtenue est appelée inégalité de Clausius-Duhem

—p(th + 50) + oy itk —%9,1 >0 (1.25)
‘I’int
Dy

La quantité®,,,; représente la dissipation intrinséque volumiquebgt la dissipation thermique
volumique. Il faut insister ici sur le termalumiquecar ces expressions sont valables dans le volume
Q:\%;, c'est-a-dire en dehors de la surface de discontintjtéles champs considérés. Pour les
problémes de contact ou cette surface existe, il faut préciser la notion de dissipation surfacique (voir
Chap.VIl §2.2).

Les équations d’équilibre obtenues dans cette section sont appliquables, en toute généralité, a des
systemes physiques de géométries et de constitution quelconques. Mais ces équations sont insuffi-
santes pour permettre une prévision des mouvements et des efforts intérieurs, a partir des conditions
initiales et des données spécifiant les actions extérieurs exercées sur le systeme étudié. Le bon sens
permet de prévoir que des relations supplémentaires doivent étre établies de maniere a traduire la
nature physique des milieux envisagés. Le dénombrement des inconnues introduites et des relations
déja obtenues le confirme.

3 LOI DE COMPORTEMENT DES MILIEUX VISCO-ELASTIQUES

Les relations supplémentaires, généralement appelées lois de comportement, dépendent de la
nature physique du milieu considéré (solide, fluide, gaz, matieére molle...). Pour décrire I'état de
chaque milieu continu, I'existence de champs matériels de grandeurs physiques indépendantes est
postulée. Ainsi, pour décrire un gaz, la températuet la masse volumiquepeuvent étre choisies.
Décrire I'état d’'un milieu continu c’est décrire I'état de chacune de ses particules. Les valeurs de ces
champs de grandeurs physiques pour une partiewsent appelées variables d’état indépendantes.
Ainsi, pour une particulé® d’'un gaz, ces variables safttP, t) et p(P, t) et sont indépendantedans
le sens ou I'on peut donner a chacune d’elles une valeur arbitraire sans modifier les autres.

5Dans le cas d'un fluide il existe une relation entre la température et la masse volumique sous Jaforf(e). Dans ce
cas, les variableg et p ne sont plus indépendantes.
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A l'aide de ces variables d’'état indépendantes, il est possible de construire une loi de com-
portement d’'un milieu continu particulier (solide, fluide, gaz...) en tirant toutes les conséquences
du second principe de la thermodynamique a travers I'inéqualti®d) (ou d’'une maniére équiva-
lente (.25)). Les lois de comportement d'un solide visco-élastique sont détaillées ci-dessous.

3.1 Hypotheses

Les milieux visco-élastiques forment une classe de milieu continu destinée a modéliser des so-
lides déformables. Dans un milieu élastique, on postule gu'il existe pour chaque particule, un état
privilégié appelé état initial a partir duguel les déformations sont mesurées. Dans |'état initial la tem-
pérature du corps est uniforme et vayt Si le corps subit un chargement de la part de son milieu
extérieur, ou recoit de la chaleur, sa température change et il se déforme. Lorsque les influences
extérieures cessent, il retourne a son état initial (contrairement aux évolutions plastiques). Dans la
plupart des cas, cet état initial est I'état naturel du milieu élastique : I'état pour lequel la particule
n’est soumise a aucune sollicitation mécanique. Cependant pour rester général, et pour pouvoir traiter
les problémes avec précontrainte, I'état initial est caractérisé par un tenseur de contrainte de Cauchy,
o, non nul.

Il reste maintenant a choisir les variables d’état d’'un milieu visco-élastique. Selon J. Garsigues [
les connaissances en physique microscopique guident le choix des variables macroscopiques qui ca-
ractérisent I'état de la matiére. En physique microscopique, I'état de la matiere est essentiellement
caractérisé par :

1. I'agitation moléculaire mesurée par une variable macroscopique appelée tempéiattiest

une fonction de la proportion d'atomes excités et d’atomes a I'état fondamental. Un atome ex-

Cité est considéré comme étant un atome qui vibre beaucoup autour de sa position moyenne.

L'amplitude de ses oscillations augmente avec la température. C'est ce qui provoque la dila-

tation, c’est-a-dire 'augmentation du volume d’'un corps. Cet état de vibration microscopique

peut étre caractérisé plus finement en distinguant deux états, a la méme température, soumis

a des gradients de température différents. Auquel cas le gradient de la tempérasaea

considéré.

2. la position relative des molécules qui détermine I'énergie des forces intermoléculaires. Cette
position relative peut étre caractérisée plus ou moins finement :

— par la masse volumique, c'est-a-dire par le nombre de molécules par unité de volume
dans la particule macroscopique en admettant une répartition statistiquement isotrope a tout
instant. C'est ce qui est fait généralement pour les gaz.

— par un tenseur de déformation : la distribution spatiale des molécules est différente avant et
aprées déformation. Le tenseur de déformation permet de différencier ces états. C’est ce qui
est fait généralement pour les solides.

Pour plus de simplicité dans la suite de I'exposé, les gradients de la température ne seront pas consi-
dérés comme variables d'état. Les variables d’état indépendantes pour les milieux visco-élastiques
sont alors la température actudllet le tenseur de déformation Lagrandi@mesurant la déforma-

tion de I'état actuel par rapport a I'état initial. J. Salenc8hdéfinit le matériau thermoélastiqde

par I'axiome suivant

Axiome 3.1 Un Matériau thermoélastiquesst un matériau pour lequel les fonctions thermody-
namigues, s (énergie interne et entropie massiques) et le tenseur de Piola-Kirchhséint des
fonctions univoques des seules varialflet E.

6Bien que le choix d’un tenseur de déformation objectif soit plus adéquat dans la mesure ot son utilisation réduit la
dimension de I'espace des états.
“Cette définition convient aussi pour le matériau visco-élastique




18

3.2 Conséquences du second principe de la thermodynamique

Compte tenu de la définition du matériau thermoélastique, il est maintenant possible de tirer
parti du second principe de la thermodynamique afin d’obtenir une loi de comportement qui relie
contrainte et déformation. Cette loi de comportement est établie dans les deux configurations eulé-
rienne et lagrangienne et posséde un caractére non linéaire. A terme, cette loi de comportement est
linéarisée au voisinage de I'état d’équilibre.

Représentation eulérienne

Compte tenu de la symétrie du tenseur des contraihtEs),(le second principel 3) s'écrit
encore

p(ﬁs — 6) + og.di — %Cayk >0 (1.26)
oud est le tenseur des vitesses de déformation dont I'expression en fonction des déplaaessents
1, . .
dg = 5(%,1 + U k). (1.27)

Puisqué) etE sont les seules variables d’état, I'énergie interne spécifiqid’entropie spécifique
s sont des fonctions d’état dans le sens ou elles peuvent s’exprimer en fonction des seules variables
0 etE. Leurs dérivées temporelles sont donc

) d Oe . Oe .
€= GUOB =50t EE
. d as . 0s .
$ = -4 s(0,E) = 690 + 8—EE
Si bien que le second principkZ6) devient
ds  Oe s Oe
- _ = _2r > .

D’une maniére équivalente, il est possible de remplacer, dans I’inégalité de Clausius-D@gra(
dérivée particulaire de I'énergie libre spécifigu@ar son expression en fonction des seules variables
0 etE 0 ¢
h= 20
v=20" T om"
En remarquant, de plus, que la dérivée particulBirgu tenseur de déformation est liée au tenseur
des vitesses de déformation par

(1.29)

Exr = op xdumr (1.30)
un nouvelle inégalité fondamentale est obtenue
9y dr
- (% +8)0 + (o1 — pry i (00/OEx 1) 21,1)di — ?9,1@ >0 (1.31)
N——"
<I>int éth

Or, puisque les quantités dj,; et 6 ,, peuvent prendre, indépendamment, des valeurs arbitraires, il
est possible d’'obtenir des informations sur leur coefficient respectif. Il faut bien remarquer ici que
cette propriété n'est pas toujours vérifiée : dans le cas d'un matériau incompressible pour lequel la
masse volumique est fonction de la température, f(0), il existe alors une relation entfeet dy,

par I'intermédiaire de la conservation de la mdsB®nc, lorsque le milieu visco-€élastique n’est pas

8Pour un milieu incompressible, la trace du tenseur de vitesse de déformationlyaut: —5 = -
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incompressible, il est possible de prendie= 0 etf , = 0 dans (.31). Puisquep > 0, il vient dans
ce cas
N

—(—= 6>0 Vo 1.32
(35 +9) (1:32)
Le terme— (55 9% 1 s) est une fonction d'état des variables d'é#tE) et n’est donc pas fonction de
Pour que la d|SS|pat|ori 82) soit non négative dans toute évolution thermomécanique infinitésimale,
c’est-a-dire pour toute valeur deil faut que le facteur dé soit nul. Il vient alors
o oY

$= 3 etdonc e = — 080

d'aprés la définition de I'énergie libré.24). L'inégalité fondamentale se réduit maintenant a

(1.33)

(ort — pri,x (OV/OEKL) x1,1,)dR — %Q,k >0 (1.34)
DPint &

Remarque Si le tenseur de Cauclwy,; vaut
Okl = pxr,x (OV/OEKL) 1,1 (1.35)

la dissipation volumique intrinséque est nulie£: = 0). Autrement dit, sbx; = G4 I'évolution
du milieu se fait sans perte visqueuse (les pertes sont seulement d’origine thermique). Le materiau
est alors appelé matériau thermoélastique.

Dans le cas général, avec pertes visqueuses, I'inége® peut s'écrire
a-b>0, Vb

si les vecteura etb sont définis par

Le vecteura est donc nécéssairement au moins une fonctidn, geita priori

o — 0 = fu(b, Exr,dr,0%)

—% = 910, Exr,dki,01)

ou le tenseuf et le vecteug doivent étre choisis tels que
fridir + grf . >0

Il reste maintenant a choisir un mécanisme de dissipation, en principe déduit des constatations expé-
rimentales. Généralement, la dissipation intrinséque est considérée comme fonction des vitesses de
déformation et de la température uniqguement.

fr(0,d) = k(0)dg, k() >0
La dissipation thermique est considérée comme fonction du gradient de température et de la tempé-

rature. )
9x(6,V0) = %ek a(0) >0
Pour ce choix de mécanisme de dissipation, les lois de comportement mécanique et thermique sont

Or = 0k + k(O)dr, g = —a(6)0 1 (1.36)




20

Cette derniere loi de comportement thermique est la loi de conductivité classique, dite de Fourier, ou
a(f) > 0 est le coefficient de conductivité thermique a la température

Pour terminer la modélisation, il faut exprimer I'énergie lihreen fonction des variables d'état
indépendanted, E) et ainsi obtenir par I'intermédiaire des formulé88) et (1.35) les expressions
de I'entropie spécifique, de I'énergie spécifique interrest du tenseur des contraintes sans dissipa-
tion intrinsequery;.

Représentation lagrangienne

Tous les résultats de la section précédente sont établis en variables eulériennes dans la confi-
guration actuelles;. Les densités massiquess ety demeurent inchangées en représentation la-
grangienne compte tenu de la conservation de la masse. Il est utile pour la suite d’écrire I'inégalité
fondamentalel(25) dans la configuration de référengg. Ce changement de variable met en jeu le
tenseur de Piola-Kirchhoff i, qui est relié au tenseur de Cauchy par

Ukl-dklth = EKLEKLdQ() (|37)

soit puisquel; = jdQg = %‘JdQO
%Ukl-dkl =YkrFxr

En multipliant (.25) par%0 et en posant

Ok = Jqe XKk, (1.38)

il est posible d’obtenir la forme lagrangienne de I'inégalité de Clausius-Duhem

—po(¥h + 560) + Sk Exy —QTKH,K >0 (1.39)
Dint T/

oud g représente le gradient lagrangien de la température. En introduisant la dérivée partic28ire (
de, il vient I'équivalent de la formulel(31) en représentation lagrangienne

0 . .
—po(% + 8)9 + (Ekl — Po (31/1/8EKL))EM — C%TKQK >0 (|.40)
——
4>int (Pth

Il est alors possible, en invoquant I'indépendance des varidblgg etd i de faire le méme raison-
nement qui a permis d’obtenir les formulé@) a (1.34), et d'introduire ainsi le tenseur lagrangien
de contrainte

Skr = po (00/0EKL) (1.41)
pour décrire les phénomenes sans dissipation intrinséque (réversibilité intrinseque).

Solide isotrope Le principe de respect des symétries de la matiére permet de préciser la forme qu'a
nécessairement la fonctiah En effet, si le solide est isotrope, I'énergie lihsedoit étre invariante

pour toute transformation orthogon&@eales coordonnées de la configuration de référence. Une telle
transformation orthogonale s’écrit, mathématiquement,

Xi = Sk X1 (1.42)
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avec
SkmScv = Sk Sur =0k, det Sk ==+1 (1.43)
Par cette transformation, le tenseur des déformafibdevient
Erxr = SkmEmnSon (1.44)
L'énergie libre doit donc pouvoir s’écrire
¥(0,E) = (0,SES"), VS orthogonal (1.45)

La fonction est donc une fonctioisotropede son second argumeRt La théorie des fonctions
isotropes montre que I'énergie libre est nécessairement une fonction d'invafjardtset I3 du
tenseuE

Y =(0, 11, 12, I3) (1.46)
Par pure convenance, on choisit comme invariants
1 1
I =tr(E), L= 5tr(EZ), I3 = 5tr(E?’) (1.47)

outr(E) représente la trace du tensdiirLes dérivées partielles des invariants sont données par
(0I1/0EkL) = 0k, (012/0EkL)= Exr, (0I3/0FkL)= ExmEnmr
Ce qui permet d'obtenir une expression du tenseur de contrainte en thermoélasticité isotrope
Sk =po[(0¢/011) 6L + (00 /OL) Exp + (0¢/013) ExnmEnre] (1.48)

dans laquelle les termé8v /014, (0y/015) et(dv/0I5) sonta priori des fonctions dé, I, I, et
Is.

3.3 Linéarisation de la loi de comportement

Dans I'approximation des déformationgfinitésimalesou le tenseuis est approximé par le
tenseurE avec||E|| < 1, et des petites variations de température 6 — 0y < 1, il est possible de
linéariser la loi de comportemerit41) en limitant le développement deau second ordre en et
E.

Représentation lagrangienne

La fonctiont doit donc étre une fonction scalaire du second degré des variallies. A une
constante additive pres, sans importance puigguéntervient que par ses dérivées dans la loi de
comportement, la forme la plus générale proposée par SaleBcest |

_ 1 . 1 .
potb = X% Exr, — posoT + §AKLMNEKLEMN - 5,0057'2 — BrgrExrT (1.49)

ol sg, b sont des constantes scalairE8, B sont des tenseurs du second ordre constans @t
tenseur du quatrieme ordre constant qui vérifie les propriétés de symétrie suivantes
Agrmny = Arkun = Axinyv = Arknm = AuNkL

Compte tenu de I'expression de(l.49), la loi de comportement thermoélastique linéaire se déduit
de (.41) pour donner }

Sk =%, + AxrunEvn — Brrt (1.50)
et I'entropie massique s’écrit

1 ~
SZSo+bT+;BKLEKL (|51)
0
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Solide isotrope Pour un solide isotrope la fonctiof ne doit faire intervenir que les invariants du
tenseur de déformations infinitésimalBset I'écart de température. Compte tenu de 'ordre de
linvariant I; (resp.l> etI3) qui vautl (resp.2 et3), la forme la plus génerale est

A 1
potp = Y01 — posoT + 5112 +2uly — §p0b7'2 — BIiT (1.52)

ol sg, b, X9, B, X ety sont maintenant des scalaires constants. Les paramégtessont les coeffi-

cients de Lamé et dépendent du matériau. Le champ de contrainteXigat uniforme puisque que

le matériau est supposé étre isotrope dans la configuration initiale. Dans ces conditions, en utilisant
la relation (.48) le tenseur de contrainte vaut

EKL ZZO5KL+2MEKL+AtT(E)5KL—BT§KL (1.53)

et I'entropie peut s’exprimer par

1 -
s =59+ br + p—Btr(E) (1.54)
0

Représentation eulérienne

Le calcul du tenseur de contrainte eulérien sans dissipation intrinséque est obtenue en considérant
la formule p
Okl = ;xk,KEKLfl,L (1.55)
0

issue del(37) et (1.30). Dans cette formule les term%% etz x peuvent étre remplacés par leur
développement au premier ordre

P _
% =i 2l = =1 —tr(8), Tk =0kk + UK
0

ol u est le vecteur des "petits" déplacements. Avec les lois de comportement linédrE@gsolr
les solides anisotropes dt53) pour les solides isotropes et en ne conservant que les termes du
premier ordre, il vient alors pour un solide anisotrope

Okl = []. — t?"(é)] Egl + Egmul,m + E?nluk,m + Crimn€mn — BT (|56)
et pour un solide isotrope
Okl = 0 [25kl — tr(é)5k1 + Qékl] + 2ue + )\t’l“(é)(skl — Bty (1.57)

Avec
Crimn = ARKLMNOKKOLIOMmONR, Bri = Brxrokrdr

Ces tenseurs sont généralement exprimés sans les termes dus a la précohftaiate)(ou
¥9 = 0). Ce qui donne successivement, dans le cas anisotrope et isotrope, les formules classiques
suivantes

1t = Crimn€mn — Bt (1.58)
Okl = 2U€x + )\f?"(é)(skl — BT1éy, (|.59)

Bien entendu, pour terminer il faut ajouter a ces expressions la contribution des effets visqueux
donnés par la formuld.B6). Ce qui donne

ok = 0kt + k(0)dp- (1.60)
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Il existe d’autres modéles pour décire la dissipation par viscosité pour des matériaux a mémoire.
Pour ces matériaux une fonction de relaxati$nest introduite §, 7] et le tenseur de contrainte,
peut se mettre sous la forme

t

opi(t) = op + / Chimn(t — T)émn (T)dT (1.61)

— 00

~ ko

Finalement, les équations du mouvemaeritd)-(1.21) et la loi de comportement.60) ou (1.61)
fournissent le cadre théorique qui permet une prévision des mouvements et des efforts intérieurs, a
partir des conditions initiales et des données spécifiant les actions extérieures exercées sur le systeme
étudié.
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Chapitre | Mécanique des milieux continus




e but de ce chapitre est d’exposer la formalisation mathématique du probléme de propagation

d’onde dans un solide élastique en prenant en compte les conditions aux limites. Le probléme
est envisagé dans le cadre de I'élasticité linéaire dynamique (élastodynamique linéaire) ou, dans un
premier temps, par souci de simplification, les phénomeénes de viscosité et de propagation de chaleur
ne seront pas pris en compte. Toujours dans un souci didactique, le comportement dynamique d’'un
solide fixé sur une partie de sa surface, appelée surface de Dirichlet, est d’abord traité. Dans ce cas,
il est d'usage de parler de condition de Dirichlet homogéne (nulle). Ce probléeme edtn@éns
un second temps, le probléni® est envisagé. Il correspond a I'étude du comportement dynamique
d'un solide soumis & des déplacememisnposés sur sa surface de Dirichlet.

L'étude du probléeme’, permet d'introduire les notions de formulation variationnelle et de prin-

cipe variationnel (principe de moindre action de Maupertuis et Hamilton) associées aux équations
différentielles du mouvement (sectid). Ce cadre étant fixé, la formulation du probléme élasto-
dynamiqueP; sous la forme d’'un probléme d’optimisation sous contrainte devient plus évidente
(section?).
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Pour les problemeB, et P; les mémes notations sont employées. Le solide élastique considéré
est représenté par le domaifielimité par une surfacé) de classe”’1 par morceaux (cf. figure
[1.1). La surfacedf) est composée de deux surfaces disjointes : d’une part, la surface de Neumann
T, sur laguelle le champ de force surfacidiig, t) estimposé et d’autre part la surface de Dirichlet
I, sur laquelle les déplacement$x; ¢t) sont supposés connus. Les forces imposées a l'intérieur du
domainef) sont caractérisées par la fonctib(x, ). L'objectif est alors de calculer le champ de

Fic. 1.1. Solide élastique soumis a des conditions aux limitedn solide élastique est représenté par un
domainef limité par une surfacéQ =T',, UT,.

déplacementi(x;t) et le champ de contrainte,;(x;¢) dans le volume élastique en fonction des
données du problémé, (t et ). Pour traiter les problémes d’interaction entre structures, il est aussi
nécessaire de déterminer les forces les déplacementssur la surfacé(2 qui ne sont pas prescrits

par les conditions aux limites. C’est-a-dire les forces sur la surface de Dirichlet et les déplacements
sur la surface de Neumann.

1 PROBLEME P, : CONDITION DE DIRICHLET HOMOGENE

Cette section décline et discute trois formulations des équations du mouvement : probléeme aux
limites, formulation variationnelle et optimisation.

1.1 Equations du mouvement

Compte tenu des hypothéses formulées dans I'introduction de ce chapitre (élastodynamique li-
néaire sans phénomeéne visqueux ou thermique), les équations dynamiques du mouvement concernant
un solide élastique fixé sur sa surface de Dirichlet sont les suivantes (cflrhap.

Probleme P,
¢ Relation fondamentale de la dynamique, symétrie du tenseur des contraintes et loi de comporte-
ment
pfi + ora(0) = piig dans (I1.1)
Okl = Ok danst) (||.2)

Okl (U.) = Ck:lmnum,n danSQ (“3)
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e Conditions aux limites

u=20 surl’; (Dirichlet) (1.4)
or(u)n; =ty surl’,, (Neumann) (11.5)
e Conditions initiales
u(x,0) = up(x) dans() (déplacement initial) (11.6)
u(x,0) = 1p(x) dans() (vitesse initiale) (1.7)

1.2 Formulation variationnelle

La méthode des éléments finis, que nous présenterons plus loin, nécessite une formulation "faible”
du probléme aux dérivées partielles exposé ci-dessus. Il s’agit d’une formulation équivalénte
sentée sous la forme d’'une équation (voire d’'une inéquation) variationnelle. Généralement, elle est
elle-méme issue d’'un probléme d’optimisation d’une fonctionnelle.

Principe des puissances virtuelles

Pour obtenir une formulation variationnelle de ce probléme élastodynamique il suffit de multi-
plier la relation fondamentale de la dynamiqlel( par une fonctiorv a priori arbitraire, d’intégrer
sur le volumef) et d'utiliser la formule de Green d'intégration par partie. La premiére opération

donne
/pfk’l}k d’l)+/ (Tkl’l(u)vk dv = / pilkvk dv.
JQ Q Q

et I'intégration par partie du second terme s’écrit
/ crkl’l(u)vk dU = / [Ukl(u)vk]J dU — / Uk.l(u)vk.yl dv
Q Q Q
/ orr(W)nvg ds — / o (u)vg, dv
o0

Q

Le report de cette expression dans I'équation précédente permet d'obtenir, pour toute fenction
arbitraire, la relation

/ pligvg dv + / op(a)vg, dv = / vk dv + / or(0)nyug ds (11.8)
Q Q Q o0
Cette derniére intégrale de surface peut se décomposer en deux parties

[ =]« >+/Fd< )

n

Dans la premiére intégrale du membre de droite la condition a la limite de Neuthapesgt utilisée.
Il vient alors pour toute fonction arbitraire s’annulant sur la surface T'y,

/pukvk dv+/ o (u)vg, dv:/pfkvkvar/ trvg ds (11.9)
Q Q Q r

n

C’est une équation variationnelle généralement appelée principe des puissances virtuelles qui tra-
duit I'équilibre dynamique entre les forces d'inertie, les forces élastiques et les forces extérieures
"travaillant" dans le champ de vitesse virtueli¢g].

1En fait, il convient de préciser au sens mathématique les relations entre la solution du probléme variationnel et la solution
du probleme classique aux dérivées partielles
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Equation variationnelle

Pour étre plus rigoureux, il convient de trouver un espace vectoriel nériahé fonctionsv
suffisamment réguliéres de maniére a ce que les intégrales introduites ci-dessus aient un sens. Pour
les probléemes d’élasticité, cet ensemble est I'espace de SAHAIER) associé au domairfe

£LH (Q) 2 H ()

ol chaque espadé' () correspond a une direction de I'espace tridimensionnel. Les éléments de
H! (Q) sont des fonctions a valeurs daRgfonctions scalaires) dont les dérivées spatiales jusqu’a
I'ordre 1 sont de carrés sommables. Pour établir la relatio®)(a fonctionv doit aussi s’annuler sur

la surfacd’ (c’est-a-dire vérifier la condition de Dirichlel@)). L'espace des fonctions admissibles

UL 2 {vel | v=0 surly} (1.10)

estintroduit a cet effet. Il est aussi d'usage de définir, sur I'ensefnbtg les deux formes bilinéaires
m(.,.) etk(.,.), a valeurs dang, par

m(u,v)é/pukvkdv, u,vel, et (1.11)

Q

k(u,v)é/akl(u)vk’ldv, u,vel. (1.12)
Q

Enfin, il est pratique d’'écrire la puissance (ou le travail) des forces extérieures dans le champ de
vitesse virtuellev (ou déplacement virtuel) par la forme linéaire&ldansR

wiv 2 [ opando+ [ s (1113)
Q r,
Avec ces définitions et notations, la formulation variationnelle du probl&ng'écrit sous la
forme
trouver la fonctiont — u(t) de[0, 7] — U2,
verifiant les conditions initialedI(6) et (1.7),
telle quevt € [0, 7] etvv € U2,
m(i(t), v) + k(u(t),v) = () | v)
Autrement dit, a chaque instantparmi toutes les configurations admissibledu systeme méca-
nique, il existé une configuration privilégiéa(t), qui répond aux exigences des lois de la mécanique
des milieux continus. L'ensemble des configuratiaiig pour toutes les datesc [0, 7] correspond
au déplacement effectivement suivi par le systéme physique entre les iristantisett = 7. Il
doit donc exister urcritére 7, c’est-a-dire un nombrg7 (v) associé a chaque configuratierqui
permette de différencier la configuratiandes autres configurations possibiesSi le choix de ce
critere est un critere d’optimisation, il peut se mettre sous la forme mathématique

J) =inf7(v), (ouJ(u)=sup7(v)), VYveul, (1.15)

(11.14)

En définissant la dérivée ¢ enu dans la directiorv par I'expression
(VT (w).v) = lim J(u+ 9\2 — J(u)

il est montré a I'annexé que le probleme d’optimisationl(15) revient & annuler la dérivée ¢é
enu, c'est-a-dire

(11.16)

trouveru € U2, telle que(VJ (u),v) =0, Yv U, (1.17)

2Dans ce cas, l'unicité de la solution se démontre facilement par des considérations énerdgftiques [
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1.3 Optimisation de la fonctionnelle de Hamilton

Quel est donc ce critére, dont la dérivée s’annulant au "painidurnit I'équation variationnelle
m(a(t),v) +k(u(t),v) — (@) | v) =0, Yvelyy ?

L'opération qui consiste a passer de cette équation au cgftérest pas triviale. Elle correspond a

une "intégration". On doit la résolution de ce type de probléme aux travaux de Lagrange, d’Alembert
ou encore de Hamilton qui travaillerent plus généralement sur les systémes différentiels issus de la
mécanique Newtonienne pour les mettre sous la forme équivalente d'un probléme d’optimisation.
Dans le cas qui nous intéresse, ceci nous améne au principe de Hamilton :

Principe 1.1 Un systéme dynamique évolue de maniéere & optimiser la différéneéy, entre son
énergie cinétique et son énergie potentielle totale moyennée dans le temps

7 :/OT (T = VYdt (11.18)

L'énergie cinétiqueT, correspond a I"intégration" de la forme bilinéaire ., .). Elle est définie de
& x € dansR par la forme

T(v) = §m(v,\'f) = %/vakvk dv, (1.19)

Quant a I'énergie potentielle totalg, elle représente la différence de I'énergie potentielle de défor-
mation, issue de I"'intégration” de la forni€., .), et de la puissance des forces extérieures s'exercant
dans le champ de vitesse

V(V):%k(v,V)*<¢IV>:%/ﬂam(v)vw dv—/ﬂpfkvkdv—/ tevg ds, (11.20)

n

De fagon a étre cohérent avec la formulation des problemes statiques pour laquelle seule la fonction-
nelle d’énergie potentielle totaé est minimisée, la fonctionnelle de Hamilton sera écrite dans la
suite sous la forme de I'opposé de18)

J(v) = /OT (V—T)dt (1.21)

La formulation variationnellell.14) est alors équivalente a la minimisation de cette fonctionnelle
sur I'ensemble des fonctions admissiblés,. Ce qui revient a rechercher la fonction qui #ait
correspondrax(t), définie def0, 7] dansi/?,, telle que

I(w) = It (v) (11.22)

A linverse, partant de la fonctionnelle de Hamilton, il est possible de vérifier que le principe
de minimisation ci-dessus permet d’'obtenir la formulation variationndlig4j. En effet, avec la
définition de la dérivéell(16), les dérivées de I'énergie cinétiquet de I'énergie potentielle totale
sont respectivement

(VT(u),v) = m(a,v)= %m(ﬁ, v) —m(i,v), (1.23)
(VV(u),v) = k(u,v)—(p]|v), VYuvecl. (11.24)

3En utilisant les propriétés de la dérivée particulaire d’une quantité définie par unité de h2®se (
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Remplacant ces expressions dans I'équatibh?) qui exprime la nullité de la dérivée de la fonc-
tionnelle de Hamilton7, il vient

| i)+ ) = (]9 de ~ fm(a vl =0
0
Si la vitesse virtuelle s’annule sur les bords de l'intervalle tempored], le dernier terme disparait.

Puisque le champ de vitesse virtuel est par ailleurs arbitraire cette dernieére équation redonne bien la
formulation variationnellel{.14).

2 PROBLEME Py : CONDITION DE DIRICHLET NON HOMOGENE

La théorie de I'optimisation permet alors d’envisager le probleme élastodynamijgaeec une
condition de Dirichlet non homogéne dont les équations du mouvement sont rappelées ci-dessous

Probléme P,
¢ Relation fondamentale de la dynamique, symétrie du tenseur des contraintes et loi de comporte-
ment
pfr + or(w) = piiy, dansQ (1.25)
Okl = Ok dans) (||.26)
Ukl(u) = Ck:lmnum,n dansQ? (||.27)
e Conditions aux limites
u=nu surl’y (Dirichlet) (11.28)
or(u)ny =t surT’,, (Neumann) (1.29)
e Conditions initiales
u(x,0) = up(x) dans() (déplacement initial) (11.30)
u(x,0) = 1p(x) dans() (vitesse initiale) (1.31)

Dans ce cas, il faut chercher la solution du probléme parmi toutes les configusatiarsystéme qui
vérifient la condition de Dirichlet(.28). La résolution de ce probléme d’optimisation sous contrainte

ne peut pas se résumer a "annuler la dérivée" de la fonctionnelle de Hamilton. En effet, le minimum
absolu de cette fonctionnelle n'appartient pas forcement a I'ensemble des fonctions qui vérifient la
contrainte de Dirichlet (voir annex& section3.1). Compte tenu de I'existence d’'une contrainte,
I’équation variationnellel(.14) devient une inégalité variationnelle. Puisque qu'il est d’'usage, du
point de vue du calcul numérique, de traduire une équation variationnelle sous la forme d'un systéme
linéaire, la présence d’'une inégalité complique les choses. Cependant, en introduisant un multiplica-
teur de Lagrange, il est possible de se ramener a une simple équation. De plus, ce multiplicateur a
une signification physique puisqu’il représente la force de réaction sur la surface de Dirichlet qui a
été générée par les déplacements impas&byons dans le détail cette démarche.

2.1 Optimisation sous contrainte de Dirichlet

Du point de vue mathématique, et avant I'introduction d’un multiplicateur de Lagrange, le pro-
bléme d’optimisation consiste a rechercher le champ de vitessetdait&orrespondrei(t), défini
de [0, 7] dansl4,q, telle que
J(u) = Lnfj(v) (1.32)
ad
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ou J est la fonctionnelle de Hamiltorll21) etif,4(t) 'ensemble des vitesses admissibles défini,
conformément & la conditionl (28), par

Upa() 2 {veE | v= %ﬁ(t) surl',). (1.33)

Contrairement &°,, cet ensemble n’est pas un sous espace vectoriél mais un ensemble
convexe. D’aprés la théorie de I'optimisation sous contrainte (cf. anAega [10]), résoudre le
probléme [1.32) c’est trouver la fonctiomi(t) € U,4(t) qui vérifie 'inéquation d’Euler

(VI (u),v—1u) >0, Vv EUyy. (11.34)

Ce qui nous amene a I'inéquation variationnelle suivagite [
trouver la fonctiont — u(t) de[0, 7] — Uq(t),

verifiant les conditions initialedI(6) et (11.7),

telle quevt € [0, 7] etVv € Uyg,
m(i(t),v —u(t)) +k(ut),v—u(t)) — () |v-u(t)) >0

(11.35)

2.2 Muliplicateur de Lagrange

Le probléme d’optimisationl(32) soumis a la contrainte de Dirichlet peut se ramener a un pro-
bléme d’optimisation sans contrainte. Auquel cas I'optimum est déterminé par une équation (et non
plus une inéquation) traduisant I'annulation de la "dérivée" d’'un Lagrangien bien choisi. Mathéma-
tiguement, I'ensemble convekg ; est remplacé par un espace vectorkél= £ x Z ou I'ensemble

Z=H"12(1,)

est le dual de 'ensembléd'/? (T;), lequel correspond aux déplacements de la surface de Dirichlet.
Physiguement, 'ensemblg "contient" les forces agissant sur la surface de Dirichlet. Le probléeme
de minimisation §.32) est alors équivalent & la détermination du coypiex) € VW qui minimise
le Lagrangien

L:(v,k)eW — L(v,k) €R

defini par
Lv,k)=T(V)+ / (k|v—1)p, dt (11.36)
0

La notation(. | . )., représente le produit scalaire par dualitéHfe!/2 (I'y) x HY/2 (Ty) — R
défini par une intégrale portant sur la surfage

<n|v—u>pd—/mn<v—u>ds

Le couple(u, x) € W satisfait les équations
(VL(u,x)[v) =0, Vv e€E
(VL(u,x)| k) =0, Ve € Z
Ce qui fournit la formulation variationnelle du probléng suivante
trouver(u, x) € W tels que
les cond. initialesl{.30) et (I.31) soient vérifiées et
m(i, v) + k(u,v) + (x| v)p, = (@) |v) Vel (.37a)
(k|w)p, = (c]0)p, Ve € Z (11.37b)
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Interprétation physique Il est clair que cette derniére équatidh37b) est la condition de Diri-
chlet. La premiére équatiofi.37a) peut étre établie en effectuant les calculs de la sedtidqui ont
permis d’'obtenir le principe des puissances virtuelleS) sans faire I'hypothése = 0 sur la sur-
face de Dirichlef;. En refaisant ces calculs avec une vitesse virtuebiebitraire sui’; (Eq.11.8)
et en identifiant avec la formulation variationnelle37a), il vient

Jkl(u)nl = — Xk, SUFFd.

Ce qui exprime que le vecteyrcorrespond au vecteur contrairte lequel représente les forces de
surface qui ont été générées par les déplacements imposk&sjuation (1.37a) représente bien le
principe des puissances virtuelles prenant en compte la condition de Dirichlet (homogéene ou non).

Il faut remarquer ici, que la formulation vartiationnelle37) peut encore s’écrire sous la forme
trés simple et classique

TrouverU = (u, x) € W tel que
les cond. initialesl(.30) et (11.31) soient vérifiées et (1.38)
m(T, V) + k(U, V) = (T(t) | V) VYV = (v,k) EW

Et ce, a condition de définir de nouvelles formes bilinéraires de raideur et de masse agissant de
W x W dansR se déduisant des anciennes par

k(WU, V) =k(u,v) + (x|v)p, + (k|w)p,, m(UWUV)=m(u,v) (11.39)

Dans la formulation I{.38) apparait une nouvelle forme linéaile traduisant les influences exté-
rieures (forces et déplacements) s’exercant dans le champ Wrtuel

OV = @) |v)+{kla), (11.40)
= (pf|v)q+ ({&|v)p, + (s]0)p

d

2.3 Propriétés de la solution du problemeP;
Démonstration de I'unicité

_ Soient(u, x) et (u1,x;) deux solutions eventuelles du problerig avec les mémes données
(f,t, 1) et les mémes conditions initialéa,, 1y). Prenant dand|(37)

(V7H>:(V.V7C)7 avec W=u1—u7 et C:Xl—x

(respectivementv, k) = (—w, —¢) dans la formulation variationnelle relativaq) et ajoutant, il
vient
—m(w,w) — k(w,w) =0
soit encore
@ | ) + Sk(ww) | = T(w) + Ww)] = 0
7 2mW,W 5 W, W =7 w w)| =
La somme de I'énergie cinétique et de I'énergie de déformation assoeideavarie donc pas dans

le temps. Or, I'énergie initiale est nulle puisque les champt w sont construits par différence des
solutionsu etu; vérifiant les mémes conditions initiales, donc

T(w)+W(w) =0, Vit

L'énergie cinétique et I'énergie de déformation étant positives, le champ de vitdssest forcé-
ment nul, ainsi que le champ de déplacement.es solutionau etu; sont donc confondues a tout
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instantt. Comme il est possible de prolonger les champ u; (identiques) sur la surface de Diri-
chlet par le champ de déplacement comnllapplication de la loi de Hooke permet de conclure que
les vecteurs de contrainje et x; sont eux aussi les mémes. Ce qui montre I'unicité de la solution

(u, x)-
Linéarité du probleme P,

Soit S(f, t, @) la solution du problémé>, associée aux donnéék t, ), pour des conditions
initiales (ug, 1y) nulles. D’apres la linéarité des opérateurs intervenant dans la formul&t®r) (
cette solution peut s’écrire

S(f,t,a) = S(f,0,0) + S(0,t,0) + S(0,0, 1)

Multipliant par un scalairex € R, la formulation (1.38) associée a la solutia$i(f, 0, 0), il vient
m(ail, V) + k(aU, V) = / apfrvy dv vV ew
Q

Le coupleW = (w, () = (au,ax) = ol est donc la solution du problént&, avec les donnees
(af,0,0). Ce qui montre la linéarité de la solution par rapport a la donnée de force volufnique

S(af,0,0) = aS(f,0,0)

Par un raisonnement similaire, il est simple d’établir la linéarité de la solution par rapport a tous les
argumentgf, t, u), soit

S(alf', O[QE, Ckgfl) = alS(f', 0, 0) + OQS(O, E, 0) + 0[35(0, 0, ﬁ), V(Oél, a2, ag) S R? (”41)

Identité de réciprocité de Maxwell-Betty

Soientl; = (uy, x;) etUsy = (ug, x,) deux solutions élastodynamigques associées a deux sys-
témes de forces et déplacements impgégs,, i) et (f2, to, 0o), Vérifiant les conditions initiales
(ud, 1) et(ud, u3) respectivement. Lidentité de réciprocité de Maxwell-Betty est obtenue en sous-
trayant les formulations variationnelld& 88) de chaque solution pour lesquelles la solution de I'une
est choisie comme champ virtuel de I'autre. Il vient d’'une part

m (U, Uy) + k(Up, Wp) = (T () | Uy)

et d’autre part .
m(Us, Uy) + k(Usz, Uy) = (Pa(t) [ Us)

Par soustraction et compte tenu de la symétrie de la forme bilinéditgV) définie en [1.39), on a
m(Uy, Up) — m(Uy, Uy ) = (W1 (8) | Up) — (Ua(t) | Uy)

Cette identité reste vraie si les deux solutions élastodynamiques sont prises a des instants différents
T =tetr =t — 7. Llintégration der = 0 ar = t de I'équation ainsi obtenue conduit, compte tenu
de la relation].23), a I'identité de réciprocité suivante

/Q p [0 (t)ug + ugu (£) — ugua(t) — wa(t)ug] do (1.42)

:/p(f'l*quf'g*ul) dv+/ (t1 x up — to x uy) ds+/ (Uy % x5 — U2 % Xq) ds
Q T, Ty




34

L'étoile x représente I'opération de convolution

+o0
(f*g)(t) = / f(r — tyg(r)dr.

—00

~ kA

Ce chapitre a permis d'obtenir une formulation variationnelle propre a traiter un probleme de Di-
richlet non homogéne. Celle-ci s’avérera utile au moment de se tourner vers la résolution numérique.
Nous allons voir maintenant comment résoudre ces équations.




[ n’est en général pas possible d’obtenir de maniére analytique la solution des équations varia-

tionnelles du chapitre précédent. Seulement quelques solutions analytiques existent pour des
systémes dont la géométrie et les conditions aux limites imposées sont simples (par exemple, une
plague rectangulaire a bords appuyés).

Dans la plupart des cas, il est nécessaire d’employer des méthodes de calcul numérique. Ce-
pendant, avant d’aborder ces méthodes de discrétisation spatiale et temporelle des équations varia-
tionnelles, deux solutions particulieres de ces équations sont présentées. Elles permettent d'obtenir
une formulation intégrale des problémes élastodynamiques et forment en quelque sorte une base sur
laquelle les solutions sont projetées. Les méthodes numériques d’éléments finis et d’éléments de
frontiére sont alors éclairées par les propriétés de ces fonctions élémentaires.

La premiére de ces solutions est la solution élémentaire de I'espace infini. Elle engendre une
équation intégrale qui est a I'origine des méthodes numériques d’éléments de frontiere (Bection
La seconde est le noyau de Poisson, autre solution élémentaire vérifiant des conditions aux limites
bien spécifiques sur les frontiéres du systeme considéré. L'usage de cette fonction fournit une solu-
tion intégrale (sectio). La derniére section présente quelques maniéres de calculer cette solution
élémentaire.
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FiG. lll.1. Solide ©2 contenu dans un ouvertE L'application de I'identité de Maxwell-Betty permet de re-
présenter la solutiom du problemeP; sous la forme intégrale. Le Domairfe est limité par une surface
00 =T, UT4 sur laquelle des conditions aux limitegt a sont imposées.

1 REPRESENTATIONS INTEGRALES

Les formules intégrales obtenues par Helmholtz en 1860 pour des ondes acoustiques et par Kir-
chhoff en 1883 pour des ondes a polarisation transverse sont I'expression du principe de Huygens qui
postule que chaque point d’'un front d’'onde agit comme une source émettant une onde sph@rique [
Depuis, les formules intégrales du type Helmholtz-Kirchhoff ont été obtenues pour des ondes éléc-
tromagnétiques satisfaisant une équation vectorielle de propagafpriPpur les ondes élastiques
qui présentent la propriété d’'étre composées d'ondes longitudinales et transervales se propageant
a des vitesses différentes, il a fallu attendre le milieuXl& ¢ siécle pour que Kupradzd 3|, de
Hoop [L4] ou encore Wheeler et Sternbedf], entres autres, généralisent les travaux de L&eg [
et obtiennent une formulation intégrale conforme au caractére vectoriel des champs en présence :
champ de déplacement, champ de force. Ces formulations intégrales sont a I'origine de nombreux
progrés dans la prédiction des phénomeénes de propagation d’ondes dans les solides (diffraction,
rayonnement, propagation, fracture, etc) quels que soient les matériaux envisagés : isotropes ou ani-
sotropes. Aujourd’hui, avec les performances des ordinateurs, les équations intégrales qui découlent
de ce formalisme sont résolues par les techniques numériques d’éléments de frontiére. Ces techniques
sont analysées et décrites dans de nombreux ouvrages (citons, par exemple, les livres dd Bonnet [
et de Brebbial8]).

1.1 Formulation intégrale

L'application de l'identité de Maxwell-Bettyll;42) aux problémes élastodynamiques linéaires,
dans un domain& ouvert contenaft(), permet de représenter la solutiardu problémeP; en un
pointx ¢ 9N sous la forme intégrale (Refl?, 1, 18])

wulxt) = [ oGyt s filyt) do, (1.1)
+ /BQ [Gf(x,y;t) * o5 (w)n;(y,t) — TF(x,y;t) * ui(y,t)] dsy

+ /Qp[uo(x)éf(x,y;t)+1'10(X)Gf(x,y;t) dv,

aveck

1 pourx € Q ouvert
0 pourx ¢

I0CE
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Autrement dit, connaissant le champ de force volumifjaeles champs, sur la surfad€, de force
surfaciqueon et de déplacement, il est possible de calculer le champ de déplacement dans le
volume() a l'aide d’'une solution élémentai@. Cette solution élémentaire, généralement appelée
"fonction" de Green (bien gu'il s’agisse ici d'un tenseur dont chaque composante est une fonction),
vérifie les propriétés suivantes :

1. Le déplacemen®” est une solution élémentaire élastodynamique associée a une force unitaire
f*, appliquée dans la directidr, en un point fixex € F, telle que

pf*(y,t) = 8(1)d(y —x)er, y,x€E (n.2)

2. Le vecteur déplacemer@”(x,y) et le tenseur des contraintes élastiqmﬁx, y) qui lui
est associé, sont fonction du point courgnét de la directionk de la force définie par la
définition (11.2), le pointx étant fixé. Les coordonnées cartésien6gsx,y) et £F;(x,y)
de toute solution élémentaire vérifient la relation fondamentale de la dynanilg@g, (a
symétrie des contrainteHI(4) et la loi de comportement linéairdI(5) (identique a celle du
problémeP;, loi de Hookeé) :

Sis, (%, ¥) = pGE(xy) = —8(t)(y — x)duk (I11.3)
Shxy) = Sh(xy) (IIL.4)
ij(x,y) = CiquG’;,qy(X7Y) (11.5)

3. La notationT*, associée a la solution élémenta{Bé, désigne le vecteur contrainte gn
c’est-a-dire la projection du tenseur de contramﬁ; sur la surface&)$2 de normale unitaire
sortanten

T} (x,y) = Sk (x,y)n;(y), ye€oQ (111.6)

4. |l existe autant de solutions élémentaires que de domdinetsde conditions aux limites sur
OF. Les plus utilisées sont celles de Helmholtz, dans le domaine fréquentiel, ou de Stokes dans
le domaine temporel (Reflp, 18]). Ce sont des solutions élémentaires de I'espace R?
tout entier, assujetties a la condition de Sommerfeld qui stipule que le flux d’énergie est sortant
a l'infini et qu'il n’existe pas de source a I'infini.

1.2 Equation intégrale

Afin d’obtenir une expression explicite de la solution du problépea 'aide de la représenta-
tion intégrale [[1.1), il est nécessaire de déterminer, sur la surfeeles valeurs du couplern, u)
qui ne sont pas prescrites par les conditions aux limites. D'aprés les conditi@s$ €t (1.29) du
problémeP;, la forcex = —on qui s’exerce sur la surface de Dirichlgj et le déplacement sur
la surface de Neumarin, restent inconnus. Il faut donc trouver une équation intégrale qui permette
de les calculer. Or, la relatiofi(1) ne vauta priori que pour un poink a I'intérieur ou a I'extérieur
de(?, c’est-a-dire en dehors de la surfat®. En effet, les tenseurs mis en jeu peuvent présenter une
singularité pou = y, et certaines intégrales sbf) cesseng priori d’avoir un sens poux € 0f).
La construction d'une équation intégrale nécessite une procédure de passage a la limite permettant
de tenir compte du caractére singulier de la solution élémentaire utilisée. Dans la suite, ce choix porte
sur la solution élémentaire de Stokes.

2¢,, 1 vecteur unitaire dans la directidn N
3£ 4, (resp.f.q) désigne la dérivée partielle depar rapport a Ia'®M€ coordonnée dg (resp.x).
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FiG. Il.2. Contour d'intégration Le domaines). est construit en privant le domaifede la boule,B.(x),
de centrex et de rayore. La surfacedf). est composée de la réunion des surfdcegt S.. Le pointx est
volontairement placé a un endroit ot la normale est discontinue pour établir un résultat général.

Identité de Somigliana

L'équation intégrale de frontiere recherchée est obtenue en utilisant la représentation intédrale (
pour un domainé€ privé d’'une boule de centseet de rayore. Ce qui revient a considérer le contour
d’intégrationof). représenté en figutd.2. Dans ces conditions est nul puisque& est en dehors de
Q. et l'intégrale de surface sax? devient

[t [ >dsy=ggng[/re< s, + [ yas|

€

Les intégrales portant suf. ne posent pas de probléme puisque la singularité x n’est pas
rencontrée. Seule la limite suivante

lim [ [GF(x,y5t) + 03 (W (y, £) = T (x,y:) < wi(y, )] ds, (n.7)
€E— Sg

doit étre calculée avec soin.

Singularités de la solution de Stokes M. Bonnet montre17] que la solution élémentaire de Stokes
présente, a une fonction du temps pres, les mémes singulari¢és-gnque la solution élémentaire
statique de Kelvin. Cette solution, indépendante du temps, vérifie les équati@)s((11.4) et (111.5)
sans le terme d'inertie’%. La solution de Kelvin est invariante par translation puisqu’elle est définie
pour I'espace infini homogene. Elle ne dépend donc que de la distarclr| = |y — x| entre le
point sourcex et le point courany. Puisque le milieu est homogéne, elle vérifie de plus

Gr(Ax,Ay) = AT'GE(x,y),  Ih0Ox \y) = A7TEE(x,y)
La solution de Kelvin présente donc, pouarbitrairement petit, les singularités suivantes
1

r2

),

Les parties singuliéres de la solution élémentaire de Stokes ne différent de celles de la solution de
Kelvin qu’'au termey(¢) prés. En allant vite, on écrit

Gxy) =000, Dhxy) = Of

Gi(x,y;t) = 5(15)0(%), 25 (%, y5t) = 8(1).0(=). (1.8)

2
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Il est maintenant possible de calculer la limitd.7). En effet, en remarquant que la distance
|x — y| vaute puisquey € S, et que I'élément de surfacds, = e*dw(x) est proportionnel a
I'élément différentiel d’angle solidéw(x) , il vient

i [ GHoyit) x o whny v ds, = op(uny )l [ GExy)@dux) =0
€— Se € Se
et liH(l) TF(x,y;t) xui(y, t)ds, = wui(x,t) hrr(l)/ TF(x,y)e?dw(x)
e=0Js, «=0Js.
= @u (x,t), x€0
- Ar k\&5 L),

oliw(x) est I'angle solidé sous lequel est vue la surfad@ du pointx. Pour une surface réguliére
cet angle vauRr. La représentation intégrale du champ de déplacement en unxpdéta surface
0N est alors obtenue en remplagant ces limites dans la repésentation intBgigle (

w(x)
4m

up(x,t) = /Q PGE(x, v ) * Fily, 1) dv, (I1.9)

+ / (GE(x,y5t) * 055 (w)n; (v, ) — TF(x,y:t) * wi(y, t)] ds,
o0

+ /Qp {uo(x)Gf(x,y;t) Jrl'lo(X)G?(va;t)} du,

Il faut noter que ce résultat provient de la forme particuliére de la suda¢ealotte sphérique
de la boule,B.(x), de centrex et de rayone) et fait appel a un type particulier et restrictif de
convergence d’intégraleda convergence au sens de Cauchy

/ ( )dsy=1lim [ ( )dsy, Qc=0\B(x)
Gle) =0 Jp,

Un autre résultat peut étre obtenu en choisissant un volume d’exclusion différent de ldbotle

Ceci montre que le vecteur contraiffié n’est pas intégrable sur une surface contesagtt met en

lumiére une différence importante entre les solutions des équations de I'élasticité (tensorielles) et les
solutions d'équations scalaires (équation de Laplace, équation des ondes) pour lesquelles il existe un
équivalent intégrable. Marc Bonnet propose une alternative a cette méthode classique en retranchant
une identité de corps rigide aux équations intégrales portant sur la safaegant de procéder

au passage a la limite. Il obtient une équation intégrale indépendante du type de convergence des
intégrales ce qui facilite la mise en oeuvre numeéridug. [

Mise en oeuvre numérique

La résolution de I'équation intégraldl(9) permet de déterminer les champs de déplacement et
de force inconnus sui(2. La méthode consiste a discrétiser I'équation intégrale prise en un nombre
fini de points de collocatior = x. pour fournir autant d’équations que le probléme discret compte
d’'inconnues.

Cette méthode a le désavantage d'étre trés colteuse en temps de calcul puisqu'il faut détermi-
ner les champs de contrainte et de déplacement sur toute la surface pour chaque nouveau probléeme
P;. D’'un point de vue pratique, et pour des applications musicales, les conditions aux limites pres-
crites changent avec le jeu du musicien et il faudrait a chaque fois résoudre une équation intégrale
discrétisée du typdl(.9).

4Dans le cas général, le calcul de lintégrgle TF(x,y)e?dw(x) n'est pas aussi trivial et dépend de la forme de la
surface évanouissant& choisie [L7].
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2 FORMALISME DE GREEN

L'alternative a la méthode précédente est de trouver une "fonction de Green" propre au domaine
Q qui vérifie des conditions aux limites bien choisies de maniére a obtenir, non plus une équation
intégrale, mais une solution intégrale. L'examen de la représentation intégrdleroontre que si
la fonction de Green est choisie de maniére a vérifier, pour tout point seutes conditions aux
limites homogénes sur les surfaces de Dirichlget de Neumani',,

Gr(x,y;t) = 0, yeTly, (111.10)
Tf(x,y;t) = 0, yel,, (11.11)

alors, la solution du problem&; peut s’exprimer sous la forme d’une solution intégrale
Kug(x,t) = / pGY(x,y;t) * fily,t) dv, (11.12)
Q
+ / GF(x,y;t) * ti(y,t) ds, — / TF(x,y;t) * @i (y, t) dsy
Fn

Ty

+ /Qp {uO(X)Gf(x,y;t) + 119 (x) G (X’Y5t)] duy

1 pourx €  ouvert
aveck

0 pourx ¢

Si cette représentation intégrale présente bien I'avantage de fournir une solution en fonction des
donnéegf, t,u), elle pose un probléme lorsque les champs de contrainte ou de déplacement in-
connus sur la surfacg doivent étre déterminés. Par exemple, pour calculer le déplacement sur la
surface de Neumanh,, il faut pouvoir évaluer la solution intégraldl(12) pourx € T",, et donc
imaginer une fonction de Green pour laquelle une "source impulsionnelle de force" est placée en
x € I',,. Dans quelle mesure cette exigence est-elle compatible avec la condition a la llindife (
qui impose précisément la nullité des forces sur la surface de Neumann ? Les singularités d’une fonc-
tion de Green, vérifiant les conditions aux limité.{0) et (I11.11), sont-elles identiques a celles de
la solution élémentaire de StokdH.8) ? Si elles different peut-on encore établir une représentation
intégrale de surface du typ#l(9) ou intervient I'angle solide sous lequel la surfdife est vue du
point x ? A ce titre il peut étre intéressant de lire le point de vue de Morse et Feshb@atu|
écrivent une représentation intégrale dans laquelle ce terme n’intervient pas.

2.1 Noyau de Poisson

Pour résoudre ces problémes, il est nécessaire d’introduire une nouvelle "fonction" qui permettra
de lever les paradoxes apparents. |l s'agitrdiyau de Poissorgui correspond a la réponse du
systeme mécanique lorsqu'il est sollicité par des "sources" impulsionnelles placées indifféremment
dans le domain€ ou sur la surfacé?.

Définition du noyau de Poisson

Nous devons la dénomination de noyau de Poisson (ou fonction de poisson) a Kozlov, Maz'ya
et Rossmann (Ref2[l]) qui ont étudié un probléme général aux dérivées partielles défini sur un
domainef de I'espace euclidielR™. lls considérent ce probleme avec des conditions aux limites
données sur la surfaci) supposée réguliere (de clagse). lls prouvent I'existence et I'unicité de
plusieurs solutions élémentaires. Parmi elles, figure le noyau de Poisson pour lequel une distribution
de Dirac est la condition a la limite sur la fronti€t€®. Enfin, ils donnent une représentation intégrale
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de la solution du probléme général, avec condition aux limites arbitraires, en fonction de ces solutions
élémentaires.

Dans la suite, nous adoptons leur démarche dans I'étude des problémes élastodynamiques. Par
pure convenance, le noyau de Poisson, motéx, y;t) est, cette fois, une fonction de la variable
x € ) correspondant a une source placéeyen Q appliquée dans la direction(k = 1,2, 3). Ce
noyau vérifie donc les équations

¢ Relation fondamentale de la dynamique, symétrie du tenseur des contraintes et loi de comporte-

ment
Sk (P) — pPF = —5(t)0(x — y)din x € Q (111.13)
k k

h(P) =3h(P) xeQ (11.14)
S5 (P) = Cijpg Py, x€Q (I1.15)

e Conditions aux limites
PF =6(t)6(x — y)dix x € T'; (Dirichlet) (l1.16)
S5 (P)ny = 6(t)d(x — y)dik x € T',, (Neumann) (1.17)

e Conditions initiales

PF(x,y;0) =0 x € Q) (déplacement initial) (11.18)
P(x,y;0)=0 x € Q (vitesse initiale) (11.19)

Selon la position du point sourge € €, la solution élémentaire de Poisson se décline en trois
composantes dont I'interprétation physique est immédiate

1. le point source appartient a I'intérieur du domaine € 2. Dans ce cas, le noyau de Poisson
correspond au tenseur de Gre@(ix, y; ¢), solution élastodynamique du problémig avec le
jeu de données

pf=6t)(x—yley, t=1u=0 (111.20)

Il est défini pour(x,y) € Q x €. La composanté&* du tenseur de Green correspond au
déplacement du systéeme mécanique, obserns, srlon la direction, lorsqu’une force im-
pulsionnelle est appliquée gna I'intérieur du domainé) dans la directiork.

2. le point source appartient a la surface de Neumagng I",,. Dans ce cas, le noyau de Poisson
correspond au tenseur de Neuma¥ifx, y; t) défini pour(x,y) € Q x I',, . Il représente la
réponse en déplacement du systeme correspondant a I'application d’'une force unité concentrée
en un pointy de la surface de Neumann, le reste de cette surface étant libre de tout effort, soit
mathématiquement

t=0t)(x—ylex, f=a=0 (1.21)

3. enfin, sile point source appartient a la surface de Dirichyet:T'; le noyau de Poisson prend
la forme du tenseur de Dirichl®(x, y; t), défini pour(x,y) € Q x I'; avec

a=06t)6(x—y)ex, f=t=0 (1.22)

La composantd¥(x,y;t) du tenseur de Dirichlet est donc la réponse en déplacement du
systéme, observé dans la directipiorsqu’un déplacement unité (et non plus une force) est
imposé ery € I'y dans la directiork, le reste de la surface de Dirichlet étant fixé.
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Représentations intégrales

Dans cette section, a I'aide du noyau de Poisson, les représentations intégrales des déplacements
et des contraintes associées a la solution unique du proligreent établies.

Représentation intégrale du déplacement Par linearité du systeme d’équations du probléfpe
vis a vis des donnéds, t, u) et avec des conditions initialés, 1) nulles, la représentation inté-
grale du déplacement observé dans la directiarest simplement

ui(x,t) = APik(x,y;t)*pfk(y,t)d'vy (111.23)

+ / Pf(x,y5t) # Ti(y,t) dsy + | PF(x,y;t)  tx(y,t) dsy
Iy Tq

Cette représentation intégrale est valable en tout poiat Q) et vérifie en particulier la condition

de Dirichlet en un poink € T';. En effet, la condition de Dirichletl{.16) vérifiée par le noyau de

Poisson permet d'affirmer que les deux premiéres intégralddl @3 sont nulles et que la derniére

donne

ui(x,t) = /F Pik(x,y; t) * up(y,t)dsy = O(t)o(x — y)dir * ux(y, t) dsy = w;(x,t)
d

Ta

Ce qui est précisément la condition de Dirichlé28) du problemeP;.

Représentation intégrale des contraintes L'application de la loi de Hookell27) a la représen-
tation intégralel(l.23), compte tenul{l.15), conduit a

oij(u)(x,t) = /Q S5 (P)(x,y3t) * pfi(y, t) duy (111.24)
+ / S (P)(x, v £) * iy, £) dsy + / S () (x, y: 1) * sy 1) dsy

Cette représentation intégrale est valable pour tout pomtQ et vérifie en particulier la condition
de Neumann. En effet, compte tenu de la condition de Neumidinti7] vérifiée par le noyau de
Poisson, la projection de la représentation des contrailtezlf sur la normale a la surfadg,, au
pointx € I',,, donne

7l x,t) = [

55 (P)(x,y;5 1)tk (y, t) dsy =/ 6(1)0(x—y)dik (x,y; t)xt(y, 1) dsy = ti(x,1)
T, Tn

Ce qui est précisemment la condition de Neumdhf9) du problémeP;.

Concernant la surface de DirichlEf la force qui s’y exerce ; = —o;;(u)n; est obtenue par
projection del{1.24) sur la normale au point € T'; et donne
wxt) = [ Xyt < phily.t) dog (11.25)
Q

+ / XE(x,yit) # By, £) dsy + | XP(x,yit) « ag(y, £) ds,
T, Tgq

ol X est 'opposé du vecteur contrainte associé au noyau de Poisson
X[ (x,y;t) = =35(P)n;(x,y;t), xeTlqye.

Cette représentatiohl(25) du vecteur contrainte sur la surface de Dirichlet peut aussi étre obtenue
directement en considérant la linéarité du systeme d’équations du proBlewiea vis des données
(f, t,0).
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Formulation variationnelle

En utilisant la méme méthode que celle utilisée pour traiter le probémi est possible d'ob-
tenir une formulation variationnelle pour le noyau de Poisson

PE = (P*, XM : (x,y;1) € A x @ x [0,7] — (PF(x,y;1), X (x, ;1)) €W
Celui-ci vérifie
trouverP® = (P* X*) e W tel que

m(P", V) + K(PF,V) = (Wan | V) YV ew (I11.26a)
avec des conditions initiales nulles

Cette formulation utilise la définition suivante

(Wpr V) = (0(t)d(x —y)ex|v)g + (6(t)d(x —y)ex | V)p (1.27)
+ (k[6()d(x —y)ek)r,, VVeEW

La propriété d'unicité du noyau de Poisson s’'obtient de la méme maniére que pour le préhleme
La question de I'existence est plus problématique dans la mesure ou les intégrales mises en jeu dans
cette formulation variationnelle doivent avoir un sens. L'enserrbleformé de la composition de
I'ensemble de Soboleg et de I'ensembleZ, ne contient peut étre pas des fonctions suffisamment
réguliéres pour assurer la convergence des intégrales. Il n'est pas question ici de traiter ce probléme
délicat et nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés sur leds@jt Nous nous conten-
terons de constater que pour des géomeétries particuliéres (espaces semi-infinis par exemple) des
solutions analytiques ont été obtenues.

Si I'identité de Maxwell-Betty (|.42) est appliquée au noyau de Poisson (&}att a la solution
du problemeP; (état2), il apparait, lors du calcul dgl5 | U), trois termes ou figure la distribution
de Dirac

/ oy — x)é,@uk(y, t) dvy + / oy — x)é};uk(y, t)dsy + oy — x)(SiXk(y, t) dsy
Q Ty Tq

Ceci conduit, selon la position du poirt aux deux représentations intégrales suivantes
l.xeQul,

uz‘(Xat)ZAPé(y7X;t)*pfk(y,t) dvy+/F Py, x;t) * by (y, 1) dsy (I1.28)

| Xt sy 0 dsy + | p | Py xs0uy) + Ply.x 06()] duy
Ta

2.xely

wlet) = [ Pilyxt) oy o+ [ Plyxit) +ilynds,  (1.29)

n

+ [ Xt sty dsy + [ o [Pilrx o) + Rty xi)i ()] dog
Iy

5Les conditions initiales sont maintenant prises en compte.
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2.2 Relation de symétrie du noyau de Poisson

Ces derniéres représentations intégrales n'ont pas la méme forme que les folliir2® € (11.25)
obtenues grace aux propriétés de linéarite des équations du mouvement. Ces différences ne sont
gu’apparentes et sont levées en considérant les deux noyaux de PBisgop;t) et P/ (x,y’;t)
dans I'application de la relation de réciprocité de Maxwell-Bdttyi2). D'aprées la définitionl{l.27),
ce calcul méne au tableau de symétt)e (

yeQurl, yely

y €QUL, Ply.y:t)=Piy.yit) X! (y.¥:t)=Piy y:t)

y €Ty  Ply.y:t)=Xiy.yit) X! (yv,y:t) =Xy y:t)

TAB. |. Relation de symétrie du noyau de Poissoha premiére partie du tableau correspond a la relation

classique de symétrie d’'un tenseur élémentaire de Green. Les parties hors de la diagonale, expriment une nou-

velle relation qui met en regard les tenserSet Xf . il y a équivalence entre la réponse en déplacement de

la structure, suite a I'application d’'un déplacement sur la surface de Dirichlet, et la réponse en force sur cette

méme surface suite a I'application d’une force au sein de la structure. Il existe donc une relation de symétrie
sans dualité entre excitation et réponse.

Ces relations de symétrie permettent de montrer que les formules intédia®3) ét (11.25),
d'une part, et les formuleslI(.28) et (11.29), d’autre part, sont bien équivalentes. Puisque la solu-
tion (u,x) est unique, il suffit simplement de rajouter, dans les représentations intéghals) (
et (11.25), le terme

| o [Pityoxndn + Pl xstifhv)] ey

de maniére a prendre en compte les conditions aux limites .

3 CALCUL DU NOYAU DE POISSON

La principale difficulté est de calculer le noyau de Poisson. |l existe quelques configurations pour
lesquelles le noyau de Poisson a une expression analytique connue. Parmi ces configurations figurent
les demi-espaces d&" (n = 1,2,3). Le calcul du noyau de Poisson est, soit mené directement
(souvent en passant dans le domaine de Laplace), soit en utilisant la méthode des images : deux
sources sont placées en miroir dans chaque demi-espace et la superposition, somme ou différence,
des champs qu’elles créent permet d'obtenir la solution élémentaire recherchée. C’est a travers un
exemple trés simple, a une dimension, qu’est illustré ci-dessous la méthode des images. Ceci permet-
tra de bien fixer les limites de cette méthode et de faire la part entre fonctions de Green classiques et
noyau de Poisson.

La connaissance de solutions élémentaires dans un demi-espace permet aussi d'envisager des
géométries plus complexes en utilisant les transformations conformes de coordonnées. Cette mé-
thode, issue de la théorie des fonctions a variables complexes, est applicable aux problémes bidi-
mensionnels.
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Bien qu’élégante, cette méthode ne permet pas d’envisager le calcul du noyau de Poisson pour
des configurations géométriques arbitraires. Dans le cas général, et pour des systemes finis dans
I'espace, c’est le formalisme modal que nous avons utilisé et qui est détaillé dans la derniere section.

3.1 Noyau de Poisson pour les demi-espaces
Probléme a une dimension

La propagation d’ondes de compression dans une barre de sdcéstrégie, en I'absence de
source, par I'équation
2 2
ATl
ot? Ox?
ou FE et p sont respectivement le module d’Young et la masse volumique du matériaasttle
déplacement longitudinal. Pour rester générateprésente une partie @ (ou R tout entier s'il
s’agit d'une barre infinie).
La solution élémentaire de la barre infinie est bien connue. Elle correspond au champ de dépla-
cement créé er par une source impulsionnelle placéeyen c’est-a-dire une source de la forme
d(x —y)d(t). Cette solution, généralement appelée fonction de Green, s'écrit

=0, z€Q (111.30)

9(x,y;t) = Ly (t - |Xy|) , c= £4 (11.31)
2pc c p

ouY est la fonction de Heaviside. Cette solution vérifie, en outre, la condition de Somrfierfeld

Considérons maintenant une barre semi-infinie sollicitée en son extrémit® par une force
impulsionnelle et calculons le noyau de Poisson qui correspond au dépladei{ant) de la barre
pour toutx € R™. Celui-ci vérifie la condition a la limite de Neumann

0Py
FEA = =it enx =0
Ox (®), X
En considérant I'équation de propagatidih80), cette condition a la limite et la condition de Som-
merfeld dans le domaine de Laplace, il vient le systéeme d’équations

2p 2
TP s p_y dansR* (111.323)
or? 2
EAa—P -1 enz =0 (111.32b)
or
Condition de Sommerfeld pour — +oo (11.32c)

La solution générale dél[.32a) estP(x, s) = aetc® +be~<*. La condition de Sommerfeld i |mpose

a = 0 et la condition & la limite 1(1.32b) permet de calculeb pour donnerP(z, s) = pl e o’
L'expression du Noyau de Poisson en fonction du temps est alors obtenue par transformee de Laplace
inverse, soit

1
Py (x,t) = —Y(t—§>, x e R*, teR*t
pc c

Le calcul du noyau de Poisson peut aussi se faire en considérant la méthode des images qui
consiste a sommer les contributions de deux fonctions de Green de I'espacdlirgit) (lont les
sources sont placées symétriquement par rapport a l'origine

Gn(x,y;t) = g(x,y;t) + g(x, —y; 1),
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0 x
Fic. 111.3. Méthodes des image€£ette méthode consiste a superposer les contributions de deux fonctions de
Green de 'espace infini dont les sources sont placées symétriquement par rapport a I'origine.

De par sa construction, cette fonction vérifie une condition de Neumann homogéne: éret
coincide ave le noyau de Poisson pgu& 0 sur le demi axex € [0, +o00].

Ainsi, il est possible d'utiliser indifféremment la fonctighy (x,y = 0;¢) ou Py (x,¢) dans
une formulation intégrale du typéll(23) pour traiter le probleme de Neumann inhomogéne de la
barre semi-infinie. Il n’en va pas de méme pour un probléme de Dirichlet pour lequel la solution
elémentaire du demi-espace est calculée par la méthode des images en faisant la différence (et non
plus la somme) de deux fonctions de Green symétriques par rapport a I'origine

Gp(x,y;t) = g(x,y:t) — g(x, —y; 1),

Il est clair que cette fonction est identiguement nulle ppue= 0. Le noyau de Poisson pour le
probléme de Dirichlet ne peut donc pas se calculer par la méthode des images. Physiquement cela
revient a placer une source €twce a I'origine, précisément la ou la barre est fixée. Ce paradoxe
n'apparait pas en utilisant le noyau de Poisson puisqu’il correspond a la réponse de la barre lorsque
son extrémité = 0 subit undéplacemenimpulsionnel. Il est méme trés facile d’écrire ce noyau de
Poisson :

t— X

C

En effet, cette solution élémentaire vérifie bien d&ns|0, +oo[ I'équation de propagationl(.30)
et la condition a la limite

Pp(x,t) = §(

Pp(x,t) =4(t), enx=0

Bien que la méthode des images soit inadaptée pour traiter les problemes de Dirichlet, est-il
possible de calculer, d'une maniére générale, le noyau de Poisson par la méthode des images pour
traiter les probléemes de Neumann comme il est montré ci-dessus ? Malheureusement, en élasticité
-a cause du caractére vectoriel des champs (déplacements, contraintes)- cette propriété est perdue. A
ce titre, déja en élasticité statique, la solution élémentaire de Mindlin((M. Bonnet p.95jlel]
demi-espace d&® E = {z1, 72,73, | x3 > 0} de frontiéredE = {z3 = 0} ne correspond pas a
la superposition des solutions de Kelvin pour des points sources placés symétriguement par rapport
au plandE. La solution de Mindlin ne résulte pas de I'application de la méthode des images. La
solution de Mindlin est le noyau de Poisson de demi-esgae@ec condition de Neumann sur la
surfacedF (surface libre). Elle contient la solution de Boussinesq (force normale pontuelle sur la
surfacedFE) et la solution de Cerruti (force de cissaillement ponctuelleigy.

En élastodynamique, il existe la solution bidimensionelle de Lamb pour le demi-pl@&¥ de
soumis a une force impulsionnelle sur sa surface, par ailleurs libre de tout 2&dat]). Concernant
le demi-espace d&3 les calculs sont menés en effectuant une transformée de Laplace suivie d’'une
transformée de Hankel. K. F. Graf23] détaille la procédure de Cagniard qui permet d'obtenir les
transformations inverses de Laplace. Il obtient le déplacement & la verticale de larseuogt sur
la surfacez = 0 pour une force ponctuelle normale a la surface du demi espace du type

6La condition de Sommerfeld stipule que le flux d’énergie est sortant & I'infini et qu'il n’existe pas de source a I'infini.
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FiG. lll.4. Noyau de Poisson en élastodynamiqui existe une solution élémentaire pour le demi-espace de
R3 qui correspond & I'application d’une force ponctuelle dans la direction normale a la susade

3.2 Transformations conformes en dimension deux

La méthode des transformations conformes permet de calculer des solutions élémentaires pour
des configurations de géométrie plus complexe. L'idée est de transformer un QuderR? en
un autre ouvert qui ait des symétries plus simples et plus utilequéméme. Typiquement le
domaine est transformé en le demi-espace supériektr0 pour lequel des solutions élémentaires
analytiques existent. Dans la suite, ce procédé est utilisé pour résoudre I'équation de Poisson ou
intervient le laplacien et permet de traiter des problemes hydrodynamiques ou électrostatiques. Nous
n'avons pas encore (faute de temps) pl étendre cette démarche aux problémes de I'élasticité mais
il nous a parut intéressant de relater ici cette méthode élégante et systém2diq@egi afin de
montrer qu'il peut exister des solutions élémentaires pour d’autres configurations que les espaces
infinis ou semi infinis.
Définition

Effectuer une transformation conforme ®& dansR? c’est trouver un changement de coor-
donnéesX = P(x,y), Y = Q(x,y) qui soit associé a une fonction analytiqyié:) définie par

F = P + Q. Une fonctionf(z) est analytique em, = x¢ + iyo Si sa dérivée au sens complexe
f'(20) n'est pas nulle. La matrice jacobienne fle- P + iQ), soit

orP  0Q
J= ( & 5 ) (111.33)
oy Jy

a la forme d’une similitude directe, c’est-a-dire qu’en posant x — xg etdy = y — yo, on a (au

premier ordre ez, dy)
0X Acosf  Asiné ox
( oY ) - ( —Asinf  Acosf ) ( 5y ) (11.34)

Ce qui donne les conditions de Cauchy-Riemann

oP 9Q 9Q 9P

dr Oy ox Oy
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($0> yo)

FiG. lIl.5. Similitude directe Similitude directe d’anglé et de rappori\.

Ainsi toute fonction analytique ou holomorphfedansQ € R2, dont la dérivée ne s’annule
pas, est conforme en tout point fe Or, on peut montrer que I'image d’une partie ouverte du plan
complexe par une fonction holomorphe non constante est ouverte ; 'image d’'un dofhgiae
une fonction holomorphe non constante est donc un dom&ifi¢. De plus, sif est injective,f
définit une bijection dé& sur f(£2) dont I'application réciproque est holomorphe dgiif) ; f est
alors unereprésentation conformae Q2 sur f(Q2). Les domaine$? et f () sont dits conformément
équivalents, ou encore isomorphes.

Transformation du Laplacien

Soit ¢ une fonction deux fois différentiable et sgitune transformation conforme, représentant
Q sur f(Q). Cette fonctionf associe a chaque poirt= (z,y) deQ un pointX = (X,Y) € f(Q).
Soit®(X,Y) la fonction définie par

(X,Y) =¢(x,y), avec X = P(z,y), Y =Q(z,y)

Aprés quelques calculs, il est possible, en utilisant les conditions de Cauchy-Riemdhatgpyrde
relier les laplaciens des fonctiogset ® par
_oP  0Q 9P  .0Q

Avod = |f'(2)|?PAx®, avec f'(z)= 5 o =9y i

(111.35)

Les laplacien®\ ¢ et Ax ® sont dans le rapport du carré du facteur de la similitudee | f/(2)|? =
det J
Transformation de la distribution de Dirac

Il est [égitime de remplaceX — X, etY — Y par leurs développements limités au premier ordre
enx — xg ety — yo dans la distribution de Dirac

§(X —Xo) = 0(X — Xo)o(Y — Yo)
qui est non nulle seulement dans un "petit" voisinagé.deapparait alors

oP.  OP_ _0Q. 0Q. .
3G 0+ G UG8 + 5 50y) = 6(J5%)
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ou J est la matrice jacobienndI(33) et on montre que

1 1

O(X = Xo) = 6(J0%) = G5500x = %0) = [y

d(x —xq) (111.36)

Application

Cette méthode est appliquée a un systéme régi par I'équation de PAigsenS, ou S est une
source (par exemple une chakgsi on considére un probléme électrostatique). Cherchons I'expres-
sion de la fonction de Green définie par

AGp(x,%x¢) = 0(x —xg), dansQ

vérifiant en outre une condition de Dirichlet homogene sur le bBstdCompte tenu dell.35) et
de (I1.36), le probleme envisagé dans le domafit€), correspondant a la représentation conforme
de(, s’écrit simplement
Agp(X,Xo) = §6(X —Xy), dansf(Q)
gp(X,Xo) = 0, surf(oQ)

S'il est possible de calculer, dans ce nouvel espagés?), la solution du probléme initial est alors
obtenue en revenant dafigpar

GD(X7X0) = gD(f(X)7 f(XO))

Il faut trouver, par exemple, une fonctigiiz) qui transforme? en le demi-plan supérieur .

Exemple

Considérons un demi ruban de hautéuwwomme indiqué sur la figurél(.6). Pour calculeGp,
il faut trouver un fonction holomorph¢ qui transforme le ruban en un demi-plan. Pour cela, la
transformation de Schwartz-Christoffel peut étre utilisée. Cette transformation permet de passer d’'un
demi-plan & un polygone en général. Elle s’appuie sur le fait gu’une fongtigrpossédant un point
de branchement et une singularité faiblezgn(d’ordrea # 1), transforme une droite passant par ce
point en deux demi-droites faisant un angte. En appliquant la procédure inverse pour passer du
ruban au demi-plan, il est ainsi possible d’obtenir la transformation illustrée en fijjusé (

Tz

7(z) = cosh(7)

La fonction de Green du demi-pldii= {z,y | y > 0} calculée par la méthode des images est

bien connue
B X — X . Xo
gp(X,Xp) = 2—10 <|X X;| avec X = Y,

Puisque le changement de coordonnées induiff parest

X =R(f(2)) = cosh(ﬂ—:)cos(%), Y =S(f(2)) = sinh(%) sin(%)

La fonction de Green du ruban est

1 (cosh(ZZ) cos(TG¥) — cosh(T52) cos( =2 )) + (sinh(ZZ) sin(52) — sinh(52) sin( 50 ))

4m o8 (cosh( T2) cos(F2) — cosh(= 7”'0 ) cos(—52 Wyo )) (blnh( TZ) sin(52) 4 sinh( 52 7”‘] 0 ) sin(—2 Wyo ))

Gp(x,%0) = —
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z =ih+z — f(z) décrit] — oo, 1] quandz décritR™*

iy — f(z) décrit[—1, 1] quandy décrit[h, 0]

1 z =x — f(z) décrit[1, +-00] quandz décritR™

FiG. lll.6. Transformation conforme d’un ruban La transformation conformg(z) = cosh(%*) permet de
passer du ruban infini au demi-plan supérieuRdepour lequel une solution analytique existe.
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Ce qui n'est pas une formule triviale. Bien sir, ceci n’est qu’'une partie du noyau de Poisson et
cette formule ne vaut que postretx, a l'intérieur du ruban. Pour connaitre totalement le noyau de
Poisson du ruban, il faut connaitre la solution pour le demi-plan avec une source placée sur la surface
Y = 0 puis effectuer & nouveau la transformation pér).

Cette méthode, bien qu’élégante, ne permet pas d’envisager le calcul du noyau de Poisson pour
des configurations géométriques arbitraires. Dans le cas général, et pour des systemes finis dans
I'espace, c’est le formalisme modal que nous avons utilisé et qui est détaillé dans la prochaine section.

3.3 Formalisme modal

La théorie modale s’applique aux systemes linéaires et permet d'obtenir la solution d'un pro-
bléme sous la forme d’'une combinaison linéaire de fonction propres. Concernant le prébleme
ces fonctions propres (ou modes propres) vérifient, dans I'espace de Fourier, une formulation varia-
tionnelle issue delk38) sans second membre

Trouver® = (¢, &) € W tel que

k(®,V) — w?m(®,V) =0 YV ew (1.37)
Le mode propre généralisB’ = (¢',¢"), associé a la pulsation propee différe quelque peu d’un
mode classique puisgu'’il regroupe non seulement un déplacephemiis aussi la forcg® localisée
sur la surface de Dirichlet. La base formée de l'infinité des modes propres génédaliségp, £)

engendre I'espace vectorigl, des couplesu, x) dont le dépacement est nul sur la surface de
Dirichlet.

Relation orthogonalité

“En appliquant la formulation variationnell#|(37) au mode®’ = (¢', ¢') dans le champ virtuel
P’ = (¢’,¢7) et réciproquement, il vient

k(®', @) — wlm(®', &) =0

k(®7, @) — w’m(P’, d") =0
Selon 'usage, en soustrayant ces expressions et en considérant la symétrie dek ftirigset
m(U, V), les relations d’orthogonalité classiques sont obtenues

m(@', %) = mis), k(&' &) =mw}s] (11.38)

Modes propres rigides

Les modes propres rigidds; = (¢, £;) sont ceux pour lesquels la pulsation proprecorres-
pondante est nulle. D’apreBI(37), ceci conduit & I'équation variationnelle

k(®,V) = k(#],v) + (& |V)p, + (£|@])p, =0, VW=(v,r)eW
Prenant successivemevit= (¢;,0) etV = (0, &) dans cette équation, il vient
k(67 #7) + (& 1 ¢i)p, = 0
(& 1 oi)r, 0

Ce qui montre que I'énergie de déformatib(y;, ¢;) est nulle. Le déplacement; est donc un
mode de déplacement sans déformation. La dérivée spatiale de ce mode est donc nulle en tout point
de(2. Or, le modep; est nul sur le bord puisque qu’en choisissBint (0, ) dans (I1.15), il vient

(kl@j)p, =0, VreZ (111.39)




52

Par continuité du champ de déplacement, on en déduit que le ¢#iodst nul partout( i.e. dan@

et que, par conséquent, la masse modale= m(¢;, ¢;) qui lui est associée est nulle elle aussi.
Physiguement, cela revient & appliquer une force sur une surface rigide d'un solide ne créant ainsi
aucune déformation, ni aucun déplacement dans le solide.

Représentation modale du noyau de Poisson

Le noyau de Poisson est projeté sur la base des modes propres géndralbés exactement,
sur la base des modes propres sans les modes rigides. De maniére a exclure ces modes, I'ensemble
d'indice N, = {p € N | w, # 0} estintroduit et le noyau de Poisson s’exprime par

Prx,yit) = Y ap(y, B (x)
PEN.
Cette décomposition est remplacée dans la formulation variationfilB6). Avec le choix judi-
cieux’V = @9, elle devient

(Upr [@9) = m( Z Gp @7, @) + k( Z a, @7, 29)
PEN, pEN.

> [ap(y, ym(®?, %) + apk(®F, ®)]
PEN.

Compte tenu des relations d’orthogonalii€ 88), I'équation différentielle du second ordre en temps
mg [Gq(y,t) + wiaq(y,t)] = (Tpr | B7)

est obtenue et résolue en utilisant la transformée de Laplace. Les coefiigienésifient alors

sin(wyt
oply ) = V() D) (k) e,
PP

ou Y (t) est la distribution de Heaviside é5* | ®”) (y) est le terme source associé au noyau de
Poisson exprimé dans le champ modél

(8" @) (v) = (5(x — y)er | ¢")q + (5(x — y)er [ 7)., + (P [d(x —y)er)r,  (111.40)

Le noyau de Poisson généraliB& est donc

Prx,y;t) =Y(1) Y @(x ) Sin(wpt) (S*|®") (y) (I11.41)

mMpw.
pEN, PP

Ce qui donne, d’aprésl(.40), la composante en déplacem@t en un pointk € QUT,

Ky v t) — sin(wpt) | @7 (%) (y) y€QUL,
PF(x,y;t) = Y(t) p;e - {gﬁf(x)gg(y) et (111.42)

et la composante de force sur la surface de DiricKleen un pointx € T'y

XFeyit) =Y(t) ) Sm(u}p){ (099(y) y € QUL (111.43)

pen, MpWp Gx)Ey) yeTq

Ces résultats sont rassemblés dans le tabléau_@ représentation modale du noyau de Poisson
respecte les relations de symétrie données a la tgble (

4
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P (x,y:t) xeQul, x eIy

y € QUT,  PF(x,y;t) = X o (x)hy ()¢ (y)  XF(x,y5t) = 2 & (x)hy ()i (y)

yeTa  Pixyit) =X (0h ()  XF(xyit) =& (x)h, ()& (y)

TAB. Il. Représentation modale du noyau de Poissdma somme s’étend sur tous les modes propres, a I'ex-
ception des modes rigides et la fonctibp(t) vauth, (£) = Y (£) 2222 oy est 'échelon de Heaviside. La

mpwp

notationg? désigne le pieme mode non rigide observé dans la direttiert? la ieme composante de la force
gu'il engendre sur la surface de Dirichlet.

~ koA

Dans ce chapitre nous avons montré que la solution du probléme aux ligifesut se présenter
sous la forme d’une solution intégrale ou figurent explicitement les conditions aux limites grace au
noyau de Poisson. Cette formulation fournit, sur la surface du solide, les valeurs du couple force-
déplacement qui ne sont pas prescrites par les conditions aux limites et permet ainsi de prévoir les
rapports d'impédance ou d’admittance.
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Chapitre Ill Représentation intégrale et formalisme de Green




usqu’a présent, le probleme a été traité dans le domaine continu. Pour prévoir le comportement

dynamique d’un solide de géométrie quelconque soumis a des conditions initiales et des actions
extérieures arbitraires, la méme démarche que celle utilisée pour les milieux continus peut étre mise
en oeuvre en se placant dans le domaine discret. Dés lors la formulation variationnelle devient un
systeme différentiel linéaire dont I'inversion est rendue possible grace a la version numérique du
noyau de Poisson. La premiére section de ce chapitre présente la discrétisation des équations varia-
tionnelles a I'aide de la méthode des éléments finis. Le calcul du noyau de Poisson par représentation
modale fait I'objet de la deuxiéme section. Enfin, I'expression explicite de la solution du probléme
aux limites en est déduite dans la derniére section.

1 DISCRETISATION DU PROBLEME Py

1.1 Meéthode des éléments finis

L'équation variationnellel(.38) est discrétisée par la méthode des éléments finis. Le domaine
Q est représenté par un maillage tridimensionnel d'éléments finis sur lesquels une approximation
du déplacement est réalisée grace a une famille de fonctions d’interpolation polyndmiake
procédé introduit I'espacé;, de dimensionN¢ en lieu et place de I'espace continu de Sobolev
£. Le parameétre: est une caractéristique du maillage : typiquement la dimension du plus grand
élément. Ce maillage permet aussi d’obtenir une base d’éléments finis de surface qui donne une
approximation de I'espace contiudes fonctions définies sur la surface de Diriclilgpar I'espace




56

Z;, de dimensionVz. La famille des fonctions d’interpolation de I'espa€g est noté€,,. Le vecteur
U e W = (€ x Z) est approximé par le vectelt, € (£, x Z},) dont la projection sur cette base
d’éléments finis est

u; = AF(x)Uqs(t) a=1,2,...,Ng (V.1)
a

Xi = G (%) Xa(t)

L'approximation du vecteur virtuéP est évidemment

Vh(X): UiZA?(X)Vg ﬁ=1,2,...,Ng (|V2)
ki =Cx)Z, b=1,2,...,Nz '

uh(x, t) = {

Les fonctions d’interpolation des formulel/@) ou (IV.2) sont des fonctions d’interpollation li-

u(x)

U4A4 (x)

©

Al (x)
Ay (x) AN (x)

X\//(\'/ /\\ ®) Un(x) = =V Uii(x) (d)
. .
‘ ] XTq

TN T ‘ T

FiG. IV.1. Interpolation linéaire & une dimension (a) Champ de déplacement a discrétiser. (b) Fonctions
d’interpolation "chapeau”. (c) Projection sur la base d’élément finis. (d) Résultat obtenu.

FiG. IV.2. Fonction d’interpolation linéaire en dimension deuxUne fonction d'interpolation est associée a
un noeud du réseau pour lequel elle prend la vale@ette fonction est nulle pour toute maille ne contenant
pas le noeud considéré.

néaire ou fonction "chapeau". Difficilement représentable en dimension trois, I'allure de ces fonc-
tions est tracée dans le cas uni et bidimensionnel (Wigj.et1V.2 respectivement). Chaque fonction

est associée a un noeud du réseau pour lequel elle prend la Valgette fonction est nulle pour
toute maille ne contenant pas le noeud considéré.
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1.2 Equations du mouvement dans le domaine discret
Systéme linéaire différentiel
Ces expressions permettent d’obtenir une version discréte de I'équation variatiohrgsl)e (
Vs (MgaUa + KgalUa + XoCap — F3) = Z (Coala — Th) (IV.3)
V(Vg, Zb) S (5},, X Zh)

pour laquelle les éléments de matrices de masse, de raideur et de contrainte de Dirichlet sont respec-
tivement

Mg, = m(A* A7) = / pASA? dv (IV.4)
Q

Ko = k(A AP)= /Q Cijuhi AL dv (IV.5)

G = (¢"1%) = [ cazas (1V.6)
Fa  Jry,

Les composantes des vectedret U étant

Fy = <z/)(t)|A5>:/Qpﬁ»Afdv+/F tA? ds (IV.7)

n

0 = (), = [ s )

Prenant successivemevit = 0 puisZ = 0 dans (V.3), le systéeme différentiel linéaire suivant est

T ESI () e

Les fonctions d’interpolation global& et ¢, définissant une base d’'éléments finis, sont employées

ici pour représenter les champs d’un point de vue formel. Dans la pratique, le calcul des fonctions
d’interpolationsA et ¢ n'est pas nécessaire inutil. Il est préférable de calculer les matiiéd3-(

(IV.6) et les vecteurslY.7)-(1V.8) par I'intermédiaire de quantités portant sur chaque élément fini
puis d’assembler les résultats afin d’obtenir le systéme d’'équatigi®y) Qui régit toute la struc-

ture. Les fonctions d’interpolation sont alors définies par élément. La méthode des éléments finis est
abondemment traitée dans la littérature. Pour plus de détails, le lecteur peut se reporter aux ouvrages
généraux 25, 26]. Nous avons développé au laboratoire un embryon de code informatique utilisant

la méthode des éléments finis. Plus précisément, les algorithmes de calcul des vitiices C

ont été implémentés, a partir de la présentation de J. F. Intbdrtdour I'élément isoparamétrique

CUS8. L'élémentCUS8 est un hexaédre&@sommets dont les fonctions d'interpolation sont linéaires.
L'intégration est réalisée numériqguement en utilisant la méthode des points de Gauss. Ce code a aussi
été ajouté au logiciel de synthése sondiedalys

Résolution par différences finies

Le systemel{.9) peut étre résolu directement en employant des techniques de calcul par dif-
férences finies. Le domaine tempofe] | est découpé ed/ periodes de duréAT telles que
0=ty <ty <ty... <ty = T,avect, 1 —t, = AT. La dérivée secondﬁl(t) intervenant
dans le systeme différentieM9) est alors exprimée au temps discret nAT en fonction des
valeurs de la fonctiolJ (¢) aux tempsi AT, (n — 1)AT, ..., (n —i)AT. Selon I'ordrei du schéma
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retenu et la pondération des événements, cette dérivée est plus ou moins précise et donc plus ou
moins colteuse du point de vue numérique.

Il n'est pas question ici de décrire davantage ces techniques dans la mesure ou elles produisent
in fineun systéme linéaire a chaque pas de temps discret. Dans la pratique, le nombre de degré de
liberté peut étre trés important. Les machines actuelles ne permettent pas d'inverser en temps réel
de gros systémes linéaires (ou de se rapprocher du temps réel). Pour des applications musicales,
il est préférable de partitionner les calculs en deux phases. Les fonctions de base qui dépendent
uniguement de la structure sont tout d’abord déterminées (modes de résonance, noyau de Poisson).
Le calcul du comportement dynamique correspondant a des conditions particuliéres d’utilisation
vient ensuite. Des exemples sonores seront présentés lors de la soutenance.

2 CALCUL DU NOYAU DE POISSON PAR REPRESENTATION MODALE

2.1 Calcul numérigue des modes propres de vibration

Les valeurs propres et les vecteurs propres de la structure discrétisée par éléments finis sont
calculées en résolvant le systéeme classique

AP = W*BD (IV.10)

obtenu en prenant, soit la transformée de Fourief\d@), soit en discrétisant la formulation varia-
tionnelle (11.37). Les matrices\ etB valent

K Ct M 0
A:{C o]’ IB%:[O 0} (IV.11)

Pour des grands systemes ou le nombre de degrés de liberté dépassent quelques centaines, il est
difficile d’obtenir 'ensemble des valeurs propres et vecteurs propres. Du point de vue numérique,

le calcul des modes propres se fait par méthode itérative. Aprés quelques manipulations simples, le
systemel{.10) peut étre remplacé par le systéme plus classique encore

DY = \Y, A=

W
ou selon la technique utilisée la matribevaut
D=A"'B, ou D=UA"'U

La matriceU est la factorisation de Cholesky de la matike_a solution par itération du probléme
DY = XY est obtenue en formant les itérés successiid'un vecteur de dépa# arbitraire par la

relation

* I

{zp“ DZZ;’; (IV.12)
2o+l = Tzl

Il est montré 8, 27] que cet algorithme de la puissance directe converge vers le mode propre ayant

la valeur propre\ la plus élevée (la pulsatian la plus basse). Pour obtenir, les modes de pulsations

plus élevées, le procédé de déflation orthogonale est utilisé. Suppgaamiers vecteurs calculés,

chaque nouveau vecteur propre est obtenu par un procédé itératif diMyi@®. (A chaque nouvelle

itération, I'itéré est projeté sur I'espace orthogonal aysxemiers vecteurs.

Ce type d’algorithme fournit la base de méthodes plus sophistiquées qui font I'objet d’études
mathématiques trés poussées. Puisque ces méthodes ne sont pas a proprement parler le sujet de cette
thése, nous nous contentons, du point de vue pratique, d'utiliser les algorithmes existants dans la plu-
part des codes d’éléments finis. Les sources informatiques du code "aster" d’EDF sont accessibles
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Mode 27 at 2143 Hz

Mode 25 at741.4 Hz

Mode 30 at 6591 Hz

Mode 31 at 7078 Hz

FIG. IV.3. Modes généraliséNeuf premiéres déformées modales d'une barre fixée sur le sol. Les fléches
représentent les forces qui s’exercent sur la surface de Dirichlet (ici le sol).
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sur internet et présentent I'avantage d’avoir été testées et validées. Les "routines" de diagonalisation
de matrices écrites en Fortran et fondées sur la méthode d’Ar28ld3(Q, 31, 32, 33] ont été implé-
mentées dans le code d’élément finis de notre laboratoire. La fityi8y présente le résultat d’'un

calcul de modes propres pour une plaque fixée sur le sol obtenu avec le code du laboratoire. Pour
chaque mode@ la déformée modalé est tracée ainsi que le vecteur fogeorrespondant.

Au terme de ces calculs, on dispose de valeurs approchées des pulsations propres et vecteurs
propres d’'un systéeme. Il est clair que la précision des calculs augmente avec le nombre d’éléments
finis utilisés dans le maillage. Pour obtenir des résultats satisfaisants, il est conseillé de discrétiser une
longueur d’onde par plusieurs éléments finis (une dizaine en pratique). Ceci fixe une limite supérieure
ala taille des éléments finis pour traiter un probléme dans une plage de fréquence donnée. La méthode
des éléments finis donne donc de meilleurs résultats en basse fréquence. Ceci est principalement di
au fait que les fonctions d’interpolation sont des polynémes. Babuska et M&dhérit imaginé
des fonctions d’interpolation construites a partir de trains d’ondes. Dans certains cas, la précision des
calculs dynamiques devient indépendante du nombre d’éléments choisi. lls montrent qu’il peuvent
obtenir, dans les autres cas, des précisions de calcul nettement meilleures que celles des méthodes
traditionnelles pour une densité donnée d'élémestik |

2.2 Version numérique du noyau de Poisson par représentation modale

Connaissant les modes propres numériques d'une structure maillée par éléments finis, une ma-
trice représentant le noyau de Poisson peut étre calculée. Avant de donner I'expression de cette ma-
trice, il est nécessaire de mieux caratériser la base modale constituée de I'ensemble de® modes
vérifiant (V.10). Les matrices\ etB de taille N¢ + Nz semblent suggérer que I'espace vectoriel sur
lequel on cherche une base diagonale est de dimen&ion Nz. En fait, il existe deux contraintes
qui réduisent la dimension de I'espac&a — Nz. La premiére contrainte est évidemment celle de
Dirichlet qui annuleN =z composantes du déplacement de chaque mode. La deuxiéme contrainte est
la loi de Hooke qui relie la variation spatiale du déplacement a la force de Dirichlet. Ce glizfait
contraintes supplémentaires. Dans la pratique, comment é2artemodes de la base modale ? Tout
d’'abord, il convient de supprimer les modes rigides : ceux dont la pulsation propre est nulle. Ensuite,
il faut mettre a I'écart les modes qui ne vérifient pas la condition de Dirichlet et qui sont pourtant
générés par I'algorithme itératif par déflation orthogonale. La base modale est donc représentée par
une matrice dé&Ve — Nz modes rangés en colonnes successives

[®] = {®!, ®2,..., dNe—N=], (IV.13)

Dans ces conditions et d’apres la formulé41), la version numérique du noyau de Poisson s’écrit
P(t) = [9] Y (t)Snlt) @]’ (IV.14)

L'allure de la matrice du noyau de Poisson est donnée a la figur® .(Chaque élément de matrice
IP;;(t) est une fonction du temps. Lindicerenvoie au point d'observation et l'indiceau point
d’application de la source impulsionnelle. Pour décrire les situations qui peuvent se présenter les
indices sont ordonnés en plusieurs ensembles

1. soitNqur, I'ensemble des indices correspondant au déplacement d’'un noeud situé a I'intérieur
du solide ou sur la surface de Neumann. Si l'indieppartient a cet ensemble, I'observation
est un déplacement, sien fait partie, I'excitation est une force.

1Cchaque colonne de dimensidf: + Nz comporteN = composantes nulles (déplacement nul sur la surface de Dirichlet).
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2. soit N, , I'ensemble des indices décrivant une force s'appliquant sur la surface de Dirichlet :
si i y appartient I'observation est une force; sn fait partie, I'excitation est un déplacement.

3. enfin, soitN, I'ensemble des indices correspondant au déplacement d’'un noeud situé sur la
surface de Dirichlet. Dans ce cas la fonction de Poigsg(t) n'a pas besoin d'étre calculée
puisqu’elle correspond théoriguement & une distribution de Dirac. Voila pourquoi les lignes et
les colonnes correspondantes (par ailleurs nulles) ont été retirées du schéma de I&/fjure (

3 EXPRESSION DE LA SOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME Py

3.1 Solution numérique

D’aprés les formules de représentation intégréle2@) et (111.25) exprimées dans le domaine
continu, il est maintenant possible d’écrire la solution du problé&mndans le domaine discret sous

la forme d’une convolution36]
U®) \ _ppy, [ F®
( X (%) ) =P() ( U(t) ) (IV.15)

ou la "matrice'P est donnée patV.14). Cette matrice correspond, en fait, a I'inverse de convolution
de 'opérateur
K Ct
[(C 0 }5(t)+[ 0 o |°®

intervenant dans le systeme différentiel linéalkéq). Il existe donc une relation entre le formalisme
intégral du noyau de Poisson et les techniques numériques de résolution de problémes aux dérivées
partielles par la méthode des éléments finis puisque ces techniques consistent aprés discrétisation
des équations du mouvement & inverser un systéme lin€aire. Il est possible de dire que le noyau de
Poisson est a la méthode des éléments finis ce que la fonction de Green de I'espace infini est a la
méthode des éléments de frontiére décrite au chdplitéel.2 En effet, ces deux solutions élémen-
taires fournissent des méthodes numériques qui permettent par inversion de résoudre des probléemes
aux dérivées partielles.

La solution numériquelY.15) n’est pas tout a fait compléte. Sila matrice de Poisson est calculée
par représentation modale, le résultat de la convolutigrij) donne un déplacement nul sur la
surface de Dirichlet. Puisque ce déplacenigrgst connu par hypothése, il suffit de le rajouter a la
solution.

Pour des applications musicales, la formulatitvil5) est particulierement intéressante dans
la mesure ou elle découple les aspects qui dépendent du solide de ceux qui dépendent des actions
extérieures. Le calcul du noyau de Pois§one dépend que du solide, c’est-a-dire de sa géométrie
et de sa constitution matérielle. Les actions extérieures (en pratique le jeu du musicien) sont prises

en compte par le vecteur )
F(t)
U(t)

La synthése sonore est donc divisée en deux phases : la phase de conception d’'un instrument (la
lutherie virtuelle a travers le calcul du Noyau de Poisson) et la phase de jeu musical par le calcul de
la convolution (V.15).

s

3.2 Prise en compte des effets visqueux

Par souci de simplicité les phénoménes visqueux ont d’abord été écartés de la modélisation. I
est pourtant possible de prendre en compte ces phénoménes en utilisant, selon le modéle retenu, les
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FIG. IV.4. Matrice de Green ou de PoissorChaque élément de matrite; est une fonction du temps. Chaque

colonne représente le déplacement du solide et la force de réaction sur la surface de Dirichlet. Cette réponse

du systéme est due a une excitation imposée au noeud correspondant. La ¢6lopaieexemple, décrit les

champs qui régnent dans la structure lorsque une force est appliquée aulfiokadype d’excitation (force

ou déplacement) dépend du noeud considéré : le nbéwdt placé sur la surface de Dirichlet, la colorite
représente donc la réponse du solide lorsqu’un déplacement (et non pas une force) est imposée a ce noeud.
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lois de comportement.60) ou (1.61). Dans le domaine discret la prise en compte des effets vis-
queux se traduit par la présence, dans les équations du mouvement, d’une matrice d’amortissement
D. En sa présence, les valeurs propres et les vecteurs propres du systéme ne sont plus réels mais
complexes. La partie imaginaire des pulsations propres représente I'amortissement du mode corres-
pondant. L'annex® montre comment prendre en compte ces modes complexes dans le calcul du
Noyau de Poisson.

~ kA

Au terme de ce chapitre, une solution numérique du problBpevec conditions aux limites ar-
bitraires a été obtenue et ce pour des configurations géométriques quelconques. Le calcul numérique
du noyau de Poisson par représentation modale présente I'avantage d’étre systématique

2Le calcul numérique du noyau de Poisson peut néanmoins étre envisagé avec d’autres techniques numériques (par exemple
la méthode des éléments de frontiére)
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Chapitre IV Méthodes numériques




usqu’a présent, nous nous sommes intéressés a I'étude dynamique d’une structure subissant de

petites déformations par rapport a sa configuration non déformée. La linéarisation des équations
du mouvement suffisait pour modéliser les propriétés de vibration du systéme étudié. Cependant ce
modele ne peut rendre compte des propriétés dynamiques d’'un corps ayant subi une grande défor-
mation initiale. Selon cette formulation, les fréquences propres seront les mémes que le systeme soit
précontraint ou non, ce qui est parait aller contre I'intuition. Pour décrire convenablement le compor-
tement dynamique d’une telle structure, il faut partir des équations non linéaires issues de la théorie
de la mécanique des milieux continus et par la suite linéariser ces équations au voisinage de I'état
statique précontraint.

1 SYSTEMES DE COORDONNEES ET EQUATIONS FONDAMENTALES

1.1 Description du probléme
Solide au repos

Un solide élastique au repos est dans &t naturel ou matériel non déformé Il occupe une
région de I'espac&y, de volume()y, de surfaced), et de masse volumique. La position d'un
point matérielP est décrit par un systéme de coordonnées cartésiennes,, X3 (ou simplement
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Fic. V.1. Vibration d’un solide précontraint Petites déformations (région hachufég venant s’ajouter aux
déformations d’une structure précontrainte (rédiyn

par X g, aveck = 1,2, 3).

Equilibre statique précontraint

Supposons que ce solide passe deé&ahmatériel a unétat statique précontraint a la suite
d’'une déformation initiale créée par des forces extérieures de voldifhet/ou de surface®. Il
occupe alors une région de I'espakede volumef?, de surfacedf? et de masse volumique Le
point matérielP, de I'état non déformeé, se déplace et coincide dorénavant avec lepptans I'état
statique précontraint. Sa position est décrite par un systéme de coordonnées cartésiannes
(ou simplement pat;,, aveck = 1, 2, 3). |l se crée, dans le solide, un champ de contrainte irijal

Les équations d’équilibre statique du solide précontraint sont les suivantes

i =opm surof2 (V.2)

ou encore sous forme variationnelle, on peut éafire

/aglﬁk,ldv:/pf,fﬁkdv—i—/ 20ds (V.3)
Q Q a0

On rappelle la définition du tenseur de contraimfe en fonction du tenseur de contrainte matériel
Y%, de la configuration naturelle

of = (1) o 1Y% Lok, avec Y%, = (0¥°/0FkL(x)) (V.4)

et
% = det (9, /0X ) = % (V.5)
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Déformation dynamique

On suppose que le solide élastique se trouve dans I'état précontraint jusqu’a I'instantPar
la suite, c’est-a-dire pour > 0, il subit une petite déformation dynamique sous I'effet de forces
extérieures de volumef et de surfacet qui s’additionnent aux forces statiques< 1).

f o= fo4f (V.6)
t° + et (V.7)

Au cours de cette transformation dynamique, les points de la ré@gioccupent une région de I'es-
paceR’, de volumeY’, de surface))’ et de masse volumique. Un point matérielp de I'état
précontraint se déplace et coincide a l'instant 0 avec le poinp’ dans létat actuel ou déformé
Le pointp’ est repéré par ses coordonngésaveck = 1, 2, 3. Voir figure V.1.
On désigne patru(x, t) le petit déplacementy’. De cette maniére, on exprime les coordonnées
du pointp’ par :
x) = xp + eug(x,t) (V.8)

1.2 Equations dans la configuration actuell&)

Le principe des puissances virtuelles s’énonce dans la description eulérienne par la formulation
variationnelle
Vv trouverx’ tel que

/ opidyydv’ + / o' tpdv’ = / 0 frpdv’ + / tOpds’ (V.9)
Q' Q Q' o
ouid;, est le tenseur des vitesses de déformation dans la configuration aftuelle

» 1 N .
b = 5 ((990/0a0) + (00,/025,) )
A partir de ce principe, on dérive la formulation forte non linéaire dans la configuration actuelle

Pk — owig = 0 fr dansQ’ (V.10)
orin; = tg suroQY (Vll)

Le tenseur de contraintey; est relié au tenseur de contrainte matékigl; de la configuration
naturelle par
o =J xSkl i, avec Ygp = (0V°/0EkL (X)) (V.12)
et
J = det (0z /0X ) = 22 (V.13)

ra

1.3 Equations dans la configuration précontraintes)

On remarque que le tense&%l fait intervenir des dérivées partielles par rapport’aPour
prendre en compte I'équation statiqie3) qui utilise des dérivées partielles par rappoxt Al faut
exprimer les équations dans la configuration précontrainte a I'aide du pseudo tenseur de Boussinesq
ou de Piola-Lagrange

Gt = 5 (021,/02,) o, AVEC j = det (9}, /Oy :5 (V.14)
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Remarquons, aussi, que puisque I'état statique ne dépend pas du temps, I'accélgigiorit

d*z}, d? Ay, .
’Vk(X/) = dt2 = ﬁ (xk + €Uk;) = GW = €Uk

La formulation variationnell&(9) exprimée dans la configuration précontrainte devient alors :
Vv trouveru tel que
- . O _ .. ds
/ G0y dv Jr/ epliptpdv = / p(fy + efr)brdv Jr/ (t7 + ety) O —ds (V.15)
Q Q Q a0 ds

avec )
dy = 3 (f)k,z + @z,k)

2 LINEARISATION DU PSEUDO TENSEUR DE CONTRAINTE
Si I'on parvient a exprimer le pseudo tenseur de contraiptenon linéaire ¥.14) a partir du
tenseur de contraint}, qui caractérise I'état précontraint statique sous la forme
Okl ~ Ugl + €0y (V.16)

ol 5, est le supplément de contrainte due aux “forces dynamigfest’et, on aboutit & un systéme
linéaire qu'il sera possible de résoudre par les techniques numériques traditionnelles. On y parvient
en effectuant un développement limité au voisinage de la configuration précontrainte.

2.1 Mise en évidence du tenseur de contrainte statique

Il est simple de faire apparaiteg, dans I'expression du tensedi; en s’inspirant de la formule
(V.4), en effet reportanty, 12) dans ¥.14) on a

G = J(Oxy/0x,) J_le,LZKLCU;n,K
§J 7 (Oxy /0x'm) f;n,KZKng,L
() 'k kSkL]
= () '@tk SKLT] pTm,L
soit

Gk = (5°) " Tk Kk EK LT, L] (V.17)

Linéarisation du pseudo tenseur de Piola-Lagrange

Avec cette expression, on peut faire apparaitreEn effet, développons ;, au premier ordre
au voisinage de I'état précontraint

Yk =2Xkr(E°) + (0E8kr/0EMN) (Emn — ESry)
or EX, v représente la déformation avac= 0 soit d’aprésY.8) £,y = Ean(x), on a donc
Eun —Efyyn = Eun(X) - Eun(x)

_ % (0 /OXar) (9 JOXN) — Sxc1)

((alk/aXM) (axk/ﬁXN) — 5KL)

N — N~

)I / -
(Th pTp, MT), gTq N — Th M Tk N)
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d'aprés V.8) xjw = Op + €uy p, €N Négligeant les termes d’ordre deuxegit vient

1 -
Eun — Efyn = €xpum [2 (up,g + uq,p)} Tq,N = €Tp MEpg(W)Tg,N

En posant
Agrun = (0SkL/0EuN) = (0°V°/0EK LOEMN) (V.18)

on exprime le tenselwt i 1, au premier ordre au voisinage de I'état précontraint par

YKL = EKL(EO) + eAKLMpr,Mépq(u)xq,N (Vlg)

Linéarisation du tenseur de contrainte

Puisque par définition
O'Zm = (jo)ilxm,LEKL(Eo)xk’,Kv

le terme(j°) ~'zg k Xk LTm, 1, de V.17) devient
() e K EK L Tm, L = Ty, + €ChimpgCpg (1)

ou l'on a posé
oy —1
Crmpg = (J°) AKLMNTk, K Tm,LTp, MTq,N (V.20)

On adonc
&kl = [sz + eckmmépq(u)] x;,m (V21)

or la relation ¥.8) nous permet d'écrire; ,, sous la forme
vam = Oim + €U m
Le report de cette expression da2(l) nous donne finalemenht
Gk = 05y + €[00 mUim + Chimnmn ()] (V.22)

Ceci constitue la linéarisation au voisinage de I'état précontraint du pseudo tenseur de cahtrainte
ou le supplément de contrainte de I'équativtif) est

Okl = Uzmul,m + Chimn€mn (u) (V23)

3 EQUATION VARIATIONNELLE LINEARISEE DANS LA CONFIGURATION
INITIALE PRECONTRAINTE

L'expression du pseudo tenseur des contraintes linéarisé est remplacée dans la formulation varia-
tionnelle {.15)

/ (0% + €0) Du v +/ eply O dv (V.24)
0 Q
/

= _ d
= / o(fe + efi)Opdv + / (tg + Etk)f}kids
Q o0 ds

1Compte tenu des propriétés de symétrie du tenseur de Piola-Kirchhoff le tenggyrjouit des propriétés de symeétrie
Cripq = Clipq = Cpgki = Cligp, C€ qui réduit 21 le nombre de coefficients indépendants dans le cas général.
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Pour pouvoir éliminer la part|e statiqué.8) de cette formulation variationnelle sQr on doit calcu-
ler et en linéariser le rappo% Ce rapport peut étre trouvé dans I'ouvrage de Eringen et Subjubi [

ds'" ., 1
ds 7 (Cra' )
avec
Cyt = (0xy/0x),) (0210, .

Compte tenu de\(8), on a d’'une part

Ck_ll (6k'm - eu'rn,k)(5lm - 6u'rn,l)

Ot — €(up,y + upg)

1

et d’autre parfj ~ 1 + euy, i, d’'oul

ds’
% ~ (1 + E’U,k’k) ((Skl — E(uk_’l + Ul,k)) NNy

~ 1+E(’U,k_’k — én)

ouéy, = (ug,; + uk) npny représente la déformation infinitésimale dans la direatiobfintégrale
de surface vaut donc

/

_.d _
/ (t3 + ety) diﬁkds ~ / LR ogds + / € (ty + Up, kth — Enty) Okds
0 S o0 a0

En tenant compte de I'équation d’équilibre statique) le report de cette expression dans la formu-
lation variationnelle.24) nous permet, finalement, de poser le probléme suivant :
Vv, trouveru tel que I'on ait

/Pﬁk@kvar/Uzmul,mﬁl,kvar/Cklmnémn(u)czkzdv
Q Q Q

‘l‘/ tz (uk’k — én) Upds = / pfk'f)kdv -‘r-/ tiOrds (V.25)
o Q o

4 MATRICE DE RAIDEUR GEOMETRIQUE

La discrétisation de la formulation variationnelléZ5) par la méthode des éléments finis méne
a une nouvelle matrice, appelée matrice de raideur géométrique. Cette matrice est issue de la forme
bilinéaire
k‘go (u,f/) = / agmul,mf)l’kdv (V.26)
Q

Dans la plupart des codes d’'éléments finis, il existe une routine de calcul d’'une matrice de raideur
géométrique utilisée pour traiter les problemes de flambage. Cependant, ces routines sont des boites
noires qui n'ont pas donné les résultats escomptés. Nous avons donc préféré calculer nous mémes
cette matrice pour un élément fini particulier : I'élément isoparamétrique C8&amnmets et a
interpolation linéaire. Le calcul de cette matrice est détaillé & I'anBege nécessite au préalable
la determination du champ de précontrainte qui régne dans le solide. Dans la pratique, la matrice
de raideur géométriquE,, est additionnée a la matrice de raideur classiusvant d'effectuer le
calcul (V.10) des modes et des pulsations propres de la structure considérée.

Plusieurs simulations numériques ont été effectuées montrant la modification du spectre de réso-
nance selon le type de précontrainte imposée. Lorsqu’un solide est comprimé, les fréquences propres
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décroissent et lorsqu’il est étiré elles augmentent. Lorsque la précontrainte est plus complexe, on as-
siste a une modification spectrale non homogéne intéressante. Sur le plan expérimental, nous avons
commenceé a mettre en place une expérience permettant de valider ces modéles théoriques. Il s'agit
de tordre une plaque d'acier et de mesurer les modes et les fréquences de résonance en effectuant
une analyse modal&7]. Déja quelques mesures ont pu étre réalisées. Cependant pour mener a bien
la comparaison calcul-expérience nous devons encore développer dans notre code informatique le
calcul de la matrice de raideur géométrique pour des éléments de plaque ou de coque puisque I'élé-
ment CU8 n’est pas indiqué dans ce cas. En effet, pour donner des résultats satisfaisant, I'élément
hexaedrique doit avoir des dimensions, dans toutes les directions, de I'ordre grandeur de I'épaisseur
de la plague. Dans ces conditions le nombre d'éléments devient trop impaait)( pour notre
expérience).
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Chapitre V' Vibrations d’une structure précontrainte

&

%@%%%



Deuxieme partie

Interaction entre solides
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Le comportement dynamique d’'un solide a été étudié dans le détail dans la premiére partie de ce
document. Les conditions aux limites, censées traduire les influences extérieures subies par le sys-
teme, étaient des données du probléme. Lorsque deux solides sont en interaction, ce sont précisément
ces conditions de bord qu’il faut déterminer. Il est donc nécessaire d’invoquer d’autres principes pour
résoudre ce nouveau probléme. Le premier est le respect des lois de conservation, non plus seulement
dans le volume mais au niveau des interfaces entre solides. Ces relations ont été établies all chapitre
en considérant une surface de discontinuité séparant deux corps mécaniques. Ici, la prise en compte
de cette surface prend tout son sens puisqu’elle décrit la discontinuité effective de la densité de masse
des solides en interaction. Le second principe est un principe de bon sens : il stipule que deux solides
ne peuvent pas se pénétrer I'un I'autre. C’est la une particularité des milieux solides qui n’existe pas
pour les milieux fluides. Enfin, il faut prendre en considération I'étude menée en premiére partie de
maniére a inclure le comportement individuel de chaque sous-structure dans la dynamique globale.

L'examen des deux premiers principes permet d’obtenir des informations capitales pour la suite.
Le principe d’'impénétrabilité peut encore se formuler sous la forme

Deux solides ne se pénétrent pas si le flux de masse a travers leur surface de sépa-
ration I, (Fig. V.2), de vitessew, est nul, i.e,

P (" = wing = py (@, — wi)nk =0 surl.

ol p(q) (resp.p(,) est la masse volumique du solide) (resp. (b)) et n le vecteur
unitaire normal al", sortant du solid€a).

FiG. V.2. Condition d'impénétrabilité La surfacel’. est appelée surface de contact ou surface de glissement.
Le flux de masse a travers cette surface est nul.
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Selon cette hypothése, il est possible de simplifier les relations d'intdrfz8;¢.15, .18 et1.20
qui traduisent respectivement les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
I'énergie ainsi que le second principe de la thermodynamique. Il sera montré en détail au &Hapitre
gue ces simplifications ménent aux propriétés suivantes

par conservation de la masseles vitesses normales sont égales de part et d’autre de la surface
de contact effectivie Seules les vitesses tangentielles des particules peuvent subir une dis-
continuité a la traversée de la surface de séparation. Ceci est une conséquence évidente de la
condition d’ impénétrabilité.

par conservation de la quantité de mouvementLe vecteur contrainter,;n; est continu. Sur la
zone effective de contact, la loi de I'action et de la réaction s’applique. C’est la troisieme
loi de Newton.

par conservation de I'énergie et par le second principe de la thermodynamiqueEn décomposant
les vitesses et les contraintes en composantes normales et tangentielles, le bilan de puissance
se met sous la forme

on [[uk]]rc ng + o, [in]p = [[ql]]rc n; >0 surl,

c

Puisque la vitesse normale est continue de part et d’autre de la surface de contact, le premier
terme est nul. La dissipation, c’est-a-dire la transformation de I'énergie mécanique en chaleur,
ne peut se produire que s'il existe une discontinuité de la vitesse tangeftiglle. # 0 les
particules frottent d'un coté a l'autre du plan tangent. ‘

L'hypothése d’impénétrabilité ne laisse envisager que peu de configurations d'interaction. Nous en
voyons principalement trois : le couplage permanent et le contact unilatéral avec ou sans frottement.
L'assemblage permanent (ou le collage) de deux ou plusieurs solides est la premiére possibilité.
Connaissant séparément les modes propres de vibration de deux structures, il peut étre intéressant de
pouvoir prédire leur comportement une fois assemblés.

Lorsque deux solides se heurtent, sans se coller, le contact n'est pas permanent : la surface de
contact évolue au cours du temps et les solides n’exercent aucune traction I'un sur I'autre. La force
de contact d'un objet sur I'autre est forcément unilatérale. Dans ce cas, on parle de contact unilatéral
avec ou sans frottement.

Les résultats obtenus aux chapitres précédents permettent de résoudre ces problemes d'inter-
action entre solides. Dans un premier temps, ces résultats sont utilisés pour traiter le probléme du
couplage permanent de deux structures. Puis, de maniére a envisager la deuxiéme classe de pro-
blémes, la condition de contact unilatéral sera détaillée. Elle permettra d’étudier en fin de chapitre,
les problémes de contact en élasticité statique. Ce travail préliminaire servira a introduire les ou-
tils qui permettront d’aborder le cas dynamique. L'étude du contact dynamique entre deux solides
élastiques sans frottement a fait I'objet d’un article de revue et constituera le second chapitre. Le pro-
bléme du contact avec frottement en dynamique est un probléme qui requiert un traitement spécifique
et complexe. Il ne sera pas traité ici mais fait I'objet des perpectives de recherche.

2La taille de la surface de contact peut changer au cours du temps. C'est d'ailleurs la principale difficulté des problémes
de contact.




1 COUPLAGE PERMANENT

Cette section expose les conditions d’un assemblage de deux solides élastiques par collage.
Connaissant les propriétés de chacun des solides, le comportement dynamique de I'ensemble est
obtenu en utilisant deux méthodes de résolution.

1.1 Conditions de couplage

Considérons deux solidés) et(b) assemblés par collage sur une partie de leur surface commune
notéel .. Les conditions qui expriment I'assemblage sont simples : les déplacemeigtpart et
d’'autre de la surface de contact sont identiques et les fercamt opposées et ceci dans toutes les
directions de I'espace

u@ = u®,
surl’, {UW Y (VI.2)
Par simple dérivation, il est facile de vérifier que le champ de vitesse, gu'il soit dans la direction
normale ou tangentielle, est continu a la travers&'ddl n’y a donc aucune dissipation d’énergie
mécanique a l'interface. Le probleme est de trouver les champs de déplacement et de forces sur
la surface de collage lorsque les solides sont par ailleurs soumis a des champs de force volumique
(le poids par exemple) et éventuellement a d’autres conditions aux limites portant sur des surfaces
disjointes del'.. Puisque que les déplacements sont identiques et les forces opposées, il suffit de
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déterminer le coupléu, o) tel que
u=u®=u® et og=0=-06® surl,

Selon la configuration physique du systéme mécanique, deux méthodes sont possibles.

1.2 Méthode par condition de Neumann

Cette méthode présuppose qu'il existe un champ de force surfagiquel’. qui participe a la
création du champ de déplacemerfik), x € I'.. Grace a la représentation intégraik.23), il est
possible d’exprimer ce champ de déplacement en fonctian ée utilisant le noyau de Poisson de
chaque solide. Cette expression est la somme de deux termes. Pour lésotiela donne

wi(x,) = i\ (x, 1) + / P} (x,y;1) * oy, 1) dsy, x €T,
Te

Le termea(® correspond au déplacement de la surfBigell & l'influence des sources placées en
dehors de cette surface. C'est un terme connu puisque les spfirtest u sont connues. Il s’écrit

_ )k (a
uga)(x,t) = /Q()P( )i(x,y;t)*Pf;g)(yﬂt)de

+ /( )P(a)f(x,y;t)*t%k@(y,t)dsﬁ/( )P(a)f(x,y;t)*a’(fa)(y,t)dsy
Iy Ty

En faisant de méme avec le soliflg et en soustrayant, une équation intégrale, portant sur I'in-
connuo, est obtenue

/ PHx,y;t) * on(y, ) dsy = " (x,1) — 4 (x,1), x€T, (V1.2)
e

Le terme source est le membre de droite (connu) et le ndyale cette équation intégrale est la
somme des noyaux de Poisson des solid¢®t (b)

Pk = p@? p®F

Cette méthode est bien adaptée pour assembler des objets qui, avant leur interaction, présentent
une surface libre de tout effort. Cependant, lorsqu’il existe réellement une surface de Dirichlet, (par
exemple lors de I'assemblage d’'une corde et d’'une table d’harmonie), cette méthode ne fonctionne
plus. La surface de fixation n’est pas une surface libre de tout effort. Dans ce cas, il faut envisager la
méthode par condition de Dirichlet.

1.3 Méthode par condition de Dirichlet

ATlinverse de la précédente, cette méthode présuppose I'existence d’un champ de déplacement
surl’. qui participe a la création du champ de foeegx), x € T'... La surface de contact permanente
I'. est considérée comme une surface de Dirichlet. Le champ deddsceest exprimé grace a la
représentation intégraldi(25). Pour le solid€a) cela donne

u k
oi(x,t) = 1 (x, ) + / XOF (e, y30) % ui(y, t) dsy, x € T
.
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Cette fois le terme{i“) (x,t) correspond & la force observée sur la surfdceue a l'influence des
sources placées en dehors de cette surface. Ce terme est connu et s'écrit
)k

XEQ)(X, t) = - Xx(a ; (X, y;t) * pfk“) (y,t)dvy

a k a a Kk —(a
] Xy # (0 v dsy + / Xy w ) (v, ) dsy
n d

En effectuant la méme procédure pour le soligest en additionnant, il vient I'équation intégrale
d’'inconnuu

[ Xyt unly sy, = - [(9060 + 06n] . xer. )
.

1.4 Résolution des équations intégrales

Ces équations intégrales sont résolues numeériguement. Les noyaux de Poisson sont calculés pour
chaque structure par la méthode modale et la relation force déplacement peut alors s’exprimer sous
la forme d’une convolution du typd\(15). Le temps est ensuite découpé en tranches de difrde
maniére a transformer le produit de convolution continu sous la forme d’une somme discréte. Seul
un terme de cette somme doit étre déterminé a chaque pas d’échantillonnage. Ainsi de proche en
proche I'évolution des systémes en interaction est prédit. Toutes ces procédures sont détaillées au
chapitreVIl lors de la résolution du contact unilatéral (sectBodet 3.4).

2 COUPLAGE UNILATERAL

Lorsque le couplage n'est pas permanent les particules de I'un ou l'autre solide sont, ou ne
sont pas, en contact selon la distance qu'il existe entre les objets. La condition d'impénétrabilité est
maintenant détaillée dans le domaine continu puis dans le domaine numérique.

2.1 Notations et conventions

La condition de contact est établie en adoptant une formulation maitre-esclave dont la traduc-
tion anglaise est "master-slave" (indiceset s dans la suite). C'est une formulation classique, que
I'on trouve par exemple dans l'article de Laursen & &8][ qui nécessite un choix arbitraire entre
surface maitre et surface esclave. Il existe depuis une publication du laboratoire de mécanique de
MarseilleB9] qui propose une formulation symétrique ou les réles de maitre et d’esclave sont inter-
changés de maniére a éviter cet arbitraire. Le lecteur est renvoyé vers la lecture de cet article pour
affiner la méthode classique présentée ci-dessous.

Considérons pour cela deux solides élastiques, représentés sur la Yijdge gccupant les
domaines(); et 2, dans leur configuratiom, de référence. Une particule matériel® (resp.
P,,) appartenant au solide élastiqug (resp.(m)) est repérée par ses coordonnées lagrangiennes
X = (X7,X5,X3) (respX™ = (X7, X", XJ")). Si cette particule peut, aprés déformation, étre
en contact avec l'autre solide, alors elle appartient a une surface matérielle, que I'on DoifrasD.
).

Cette particule est aussi repérée par ses coordonnées eulériehines,(x5, x5, ,z3) (resp.
x™ = (27", 25", 2%"), dans la configuration actuelle (configuration déformée). Son déplacement
est alors donné par

uj =i — X7, (resp. w" =" — X"), i=1,2,3




80 Chapitre VI Contact en élasticité

PS - XS = [X157X287X§]

FiG. VI.1. Condition de contact dans la configuration déforméeJUne particule matérielld’; appartenant

a la surface potentielle de contact "escla¥&" subit, a l'instantt, un déplacementi® et occupe, dans la

configuration déformée, le poind® = ¢*(X*,¢). Le point de la surface "maitrej;* le moins éloigné de

x° est notéx™ = ¢™(X™,t). La mesure orientée de cette distance est réalisée par la fonction matérielle

Gap(X?,t). Par convention, lorsque les pointS et x™ occupent une position admissible (non pénétration

des solides) le signe de la fonctigr,, est négatif. La condition d'impénétrabilité des solides s’écrit donc
Gaop(X®,t) <0, VX° eI}

D
R
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Une fonctiony est supposée exister permettant de relier ces deux types de coordonnées
x® = °(X%t) et x"="(X™1) (V1.4)

Cette fonction permet aussi de relier les surfaces matérielles de cbptetdi”* aux surfaces défor-
meées notées: et~ (cf. Fig. (VI.1))

ve = o (T5,t) resp. i = * (T, 1)

En tout pointX® de la surface matérielle esclavé et a tout instant, la condition d’impénétrabilité
(condition de contact) est écrite en terme d’une fonction "intervailg(X?, ¢) ("gap” en anglais).
Elle correspond a une mesure au poifit= ¢°(X?,¢) de la distance minimum qui existe entre les
surfaces de contact potentielles dans la configuration défoxnféeFig. (VI1.1))

Gap(X®, 1) = sgn(Gap).|Gap(XZ, )]

ou

ap(X5 1) = _inf [|o* (X5, t) — ™(X™,1)|| = [|x* — %™
|Gap(X, )] Xmemﬁ,”‘P( ) —¢™( M= ]x* —x™|
avec la convention

—1 siles solides ne se pénétrent pas .
sgn(Gep) = { P Pa3u pointx® = ¢%(X?*, t).

(V1.5)

+1 siles solides se pénétrent

Le pointx™ correspond & la projection orthogonale du point "esclave® ~¢ sur la surface "maitre
~* (cf Fig. (VI1.1)). Ainsi la condition d’'impénétrabilité des solides s’énnonce par

Gap(X*,1) <0, VX® eT¥. (VI.6)

2.2 Linéarisation de la condition de contact

Il est clair , vu les définitions\(1.4), que la fonction intervall€r,,,(X?, t) dépend des déplace-
ments des surfaces maitre et esclave et qu’elle peut étre@gyita®, u™). Il sera utile pour la suite
d’'étudier la variation de cette fonction intervalle lorsque les déplacements changent d’'une maniére
infinitésimale dans des directions arbitraizeset v . Pour cela, la dérivée de Lie (ou "Géateaux
dérivative" en terme anglo-saxon) est introduite par la définition

1
(VGgp(u®,u™) | v, v™) = girr(l) ) (Gap(uS +0vi,u™ +0v™) — Ggp(u’, um)).

Pour simplifier la notation, cette dérivée sera notée dans la(§udtg,, (u) | v). Nous allons montrer
que cette variation peut s’écrire

(VGop(u) | v) = —n".(v¥ —v™) (VL.7)

oun™ est la normale sortante a la surface majffeau pointx™. En effet, compte tenu deVv(.5),
la loi de dérivation d’un produit donne

(VGap(u) [v) = sgn(Gap). (V|Gap(0)] [ V) + (Vsgn(Gap) | V) .| Gap(u)] (V1.8)

Le dernier terme est nul puisque le sigren(G.,,), ne peut varier que lorsque la fonction intervalle
Gqp s'annulle. En remarquant par ailleurs que, d'une part, le carré de la distance vaut

|gap(u + ev)‘Z = |gap(u|2 +20(x; — 27")(v] — ;") + et”
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et que par conséquent
(VIGap(W)?| V) = 2(z5 — 2" (v} — ),

et que, d’'autre part,
(VIGap(w)*| v) = 2(V|Gap(u)| [ V) |Gap(u)],
il est possible d’obtenir la variation de la distance par
(@] —7") (v —v") _ (X =xX")(v' —v™)

<V|Ga;n(u)| |V> = — |Gap(u)| = |X5 _ )—(m‘

Or, une partie de cette expression, comme l'illustre la fig\itel], représente précisement la nor-
male sortante & la surface mait& au pointx™ (au signe prés) :

(x* —x™)
o] 0o

Ainsi, appliquant ¥1.8), le résultat ¥/1.7) est obtenu.

2.3 Condition de contact unilatéral sans frottement

S'il n'y a pas de frottement, les surfaces de conigtet I'" sont supposées parfaitement lu-
brifiées. Sio est le tenseur de contrainte de Cauchy, = o;;n;n; sa composante normale sur
la surface de contact, etr = o;;n; — o,n; Sa composante tangentielle, alors I'nypothese de non
frottement s’écrit
oT = OijNj — OpNy = 0 SUI’Ff3 ou F:,n
De plus, si les solides élastiques ne sont pas en contact alors la contrainte surfacique est nulle et s’il'y
a contact cette contrainte ne peut étre que positive (pour une normale sortante du solide maitre, donc

entrante dans le solide esclave) : les objets ne pouvant exercer aucune force de rappel ou de traction
I'un sur l'autre. C’est ce qui caractérise le contact unilatéral

{O'n:() si CT‘ap()(Sat)é (Vlg)

Tn >0 S Gop(X5,t) =

o O

pour toute particul&X® de la surfacd™s. Remarquons que si les relationd.9) sont vérifiées nous
devons avoir
onGap(X°,t) =0, VX eI}

La condition générale de contact unilatéral en I'absence de frottement est obtenue en rassemblant
tous ces résultats :
Gep(X®,1) <0
vXeli<or=0, 0,>0 (VI.10)
0nGap(X?%,1) =0

2.4 Approximation par éléments finis de la condition de contact

Supposons que les domaires et Q2,,, soit discrétisés par éléments finis comme indiqué sur la
figure (V1.2). Si on approxime la condition de contasti (10) par

up (2}) < gap(2h), (2}, 0(2f)) €Ts, kexs (VI.11)

ou X¢ est I'ensemble des indices des noeuds se trouvant sur la suifaadors pour calculer
u” (%) = uf —u™, il faut pouvoir estimer le déplacement normt (=%, %) qui ne correspond pas
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kiéme noeud dé&*

FiIG. VI.2. Projection par éléments finis d& surT',*

forcément & une valeur nodale puisqu’il N’y a aucune raison pour que la projection verticale (selon
I'axe 1) des noeuds de la surfa€é coincide avec des noeuds de la surfie Cependant, selon
I'approximation classique par éléments finis, il est possible de trouf@nctions d'interpolation

N;(z) telles que le déplacement recherché puisse s’écrire

ul(af, 28) = Ny(2H)ur,  ie sy

ou les termes
U = U?(xﬁaw(ﬂ)% 1€ Ezn

?

représentent les déplacements des noeuds situés sur la $tffdEnsemble des indices correspon-
dants étant’".

Calcul de la condition de contact pour des problemes plans Si les fonctions d’interpolations
sont choisies linéaires, elles s'écrivent

% Siz e [Zifl,l'i]
Ni(z) = § 755, siz € (2, 2i4]

0 ailleurs




84

et si la projection du kiéme noeud @& se trouve appartenir & I'élémeatde la surfacd™ (cf.
figureVI1.2), alors le terme recherché s’écrit

up' (@, a5) = 6 UTGy + (L - 60T, (VI.12)
avec
Uil = upn' (21, 9(]))
Uity = un (@1, 9(27))
ok — {Uij —af
T§ —xf

ou (z¢€, 1 (x5)) et (5,4 (25)) sont les noeuds de I'élémensitués sul” et j(k) et (k) leur indice
respectif appartenant®.

d(ay) = 0% (af) + (1 - 0%)u(af), ¥'(a}) = (VI.13)
Dés lors, il devient possible d’estimer numériquement la kieme condition de contalf qar
I'expression ¥1.11), a condition de connaitre pour chaque noéue valeurf® correspondante et
les indices,j(k) etj(k), des noeuds dE?".

L'algorithme suivant peut étre utilisé

1. partant du premier noeud d&, k =1
2.¢e=0

3.e=e+1

4

. pour le eime élément de&, identifier les indicesj(k) et j(k), des noeuds de I'élémeatse
trouvant sur la surfacB* dont les coordonnées selon I'aksont respectivement; etz

. étudier le signe du produl® = (z§ — %) (2§ — 2%)
6. si P > 0, la projection du kieme noeud n'appartient pas a I'élénagnttourner au pas 3)

(2}

ek
T17T

7. si P < 0, mémoriser les indiceg k) et (k), la valeurg* = —
gk, par lintermédiaire des relationy/(13).
8. retourner au pas 2) poér= k + 1.
Des lors, la condition de contact numérique devient

et la valeur de l'intervalle,

s krrm k m k s
Ui — [0* U, + (1 -6 )Uj(k))} <k, kex: (V1.14)
Bien sdr, il faut envisager un algorithme un peu plus compliqué pour des problémes tri-dimensionnels,
mais qui reprend, en I'adaptant, la démarche présentée ci-dessus.

3 CONTACTS STATIQUES

Cette section est consacrée a I'étude du contact statique entre deux solides. Le probleme est en-
visage dans le cadre des théories mathématiques d’optimisation sous contrainte. Apres avoir rappelé
les équations d’'équilibre statique, la formulation variationnelle d’'un probléme de contact est présen-
tée. L'utilisation d'une formulation réciproque permet ensuite de poser un probléme d’optimisation
pour lequel la pression de contact est I'inconnue. La solution est finalement obtenue par une méthode
de projection.
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3.1 Formulation variationnelle
Fonctionnelle d’énergie potentielle totale

Considérons un probléme de déformation d’un solide hyperélasiquéR® soumis a des forces
de volumef et de surface. Un solide est dit hyperélastique s'il existe une énergie potentielle diffé-
rentiablew, représentant I'énergie de déformation par unité de volume qui caractérise le comporte-
ment mécanique du matériau du solide. Cette fonati@st supposée dépendre du gradight(X),
du champ de déplacementau point matérieX et éventuellement de la positidf, soit

w=w(Vv(X),X), XeQ

Dans ces conditions et en notght’ensemble des déplacements admissibles, I'énergie potentielle
totale du systéme est définie par une fonctionnelle

V:E—=R V(v) :/Qw(Vv(X),X)dv—f(v)

ou dv = dxidxodrs et f est une fonction linéaire s représentant le travail di aux forces ex-
térieuresf et t. Par exemple, sf ett sont des fonctions lentement variables et mesurables de la
variableX, alorsf aura la forme

f(v):/vaalv—&-/F tvds

n

ouT, est une partie de la surfatedu solide sur laquelle les forces de tractiosont appliquées et
ds est I'élément de surface.

Si I'on se place dans le cadre de I'approximation des “petites déformations”, I'énergie de défor-
mation est donnée sous la forme quadratique suivante

w = % ikt (X)€ij (V)ex1 (V)

ouUe;;(v) est le tenseur des déformations défini par

€ij(v) = 5 (vij +vj54)

Cijri(X) est le tenseur de Hooke qui regroupe les constantes d’élasticité du matériau. Si bien que la
fonctionnelle d’énergie potentielle totale a pour forme

1
ViE=R V(V) = Sk(v,v) = [(v) (V1.15)
en notant(., .) la forme bilinéaire d&€ x £ — R
k(v,v) = / CijkiVk,1vi 5 dv (VI.16)
Q

Cette fonctionnelle est différentiable et sa dérivée s'écrit

(VV(u)|v) =k(u,v)— f(v), Va,ve€&
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Condition de Dirichlet

Le solide peut aussi étre soumis a un déplacement impas& une partid’; de sa surfacé'.
L'ensemble/ des déplacements admissibles, sous ensemble de I'espace de $bb@kya donc
pour forme

U={veH (Q); viv)=1u surly} (VI.17)
ou l'opérateur de trace,(v) est une projection dH' () surH'/2 (T';) définie par
¥a(v) = VIr,. (V1.18)

H'/2(I',) est 'espace des déplacements sur la surfacélutrement dit, 'opérateut;(v) est "la
restriction” sur la surfacE,; du champ de déplacementc H! (€2).

Le systeme physique est a I'équilibre dans le cas ou I'énergie potentielle totale est minimale.
Mathématiquement, cela consiste a résoudre le probléme suivant : trouver le champ de déplacement
u tel que

ucl, et V(u)= 11615 V(v) (VI.19)

L'ensemblel/ est un ensemble convexe. En effet, il est facile de vérifier que pour deux éléaments
v del/, 'élémentw qui appartient au segment fermeg v], qui a donc pour former = u+6(v—u),
0 € [0,1], est tel queyy(w) = a.

D’aprées le théoremeX(11), la solutionu du probleme de minimisatiorv(.19), sur I'ensemble
convexd/, vérifie I'inégalité d’Eulert

(VV(u)|v—u) >0, VYvelUu
soit encore dans le cadre de I'approximation des "petites déformations"
k(uyv—u)> f(v—u), WYWwel
De maniére équivalente, il est aussi possible de construire le Lagrabgiéfini par
L:H'(Q) xH 2(Ty) =R, L(v,k)=V(v)+ (k|7a(v) — @)y,

oUH~'/2(T,) représente le dual de I'espaidé’? (T';). Pour les physiciens c’est I'espace des forces
de surface sur,. Deés lors, le probléme de minimisation sous contraintésl9) est remplacé par
un probléme de minimisation sans contrainte sur I'espace

W(,Ty) = H (Q) x H Y2 ()
Le nouvel objectif est de trouver le cougle, x) tel que

(u,x) € W(Q,Ty), et Lux) = ( ir;fWL(v,n). (VI1.20)
V,K)E
Autrement dit, le Lagrangiefi(v, k) est stationnaire pour le coupla, x). Ce qui donne les équa-
tions
(VV(u)|v)+ (x|va(v))p, =0 pourtoutv € H' (Q)
(k]7a(u) — @), =0 pour toutk € H='/2 (Ty)

1Dans le casi = 0, qui correspond & un solide fixé sur sa surfRge I'ensembleldy, défini en ¥1.17), a une structure
d’espace vectoriel et I'inégalité d’Euler est remplacée par une égalité. Le probléme de minimisation consiste donc simplement
a annuler la dérivée de la fonctionnelle d’énergie potentielle, soit

k:(u, V) = f(v), Vv € Uy
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soit encore

(VI.21)

k(u,v) + (x [7a(v))r, = f(v) pourtouty € H' ()
Yd u) =1 surl’y

Le termeyx représente la force qui existe sur la surface de Dirichlet due aux déplacaigunthui
sont imposés.

Solide en contact avec une fondation rigide

Suppossons maintenant que le solide puisse venir en contact avec une fondation rigide. Les condi-
tions de contact établies en sectia I'équation ¥1.10) peuvent étre utilisées dans ce cas en consi-
dérant un des solides comme rigide. En I'absence de force de frottement sur la Syrfacsolide
élastique, les conditions de contact sont alors les suivantes

Gap(u) <0
surl'c Sor=0 0,>0 (VI.22)
0n.Gap =0

ou -y, (u) représente le déplacement normal sur la surface de cdhteot probléme est maintenant
de trouver un champ de déplacemargui minimise I'énergie potentielle totale tout en respectant a
la fois la condition de Dirichlet\{{l.17) et les conditions de contac¥22). Mathématiquement, il
faut résoudre le probléem&(.19) sur I'ensemblé/ de la forme

U={veH (Q); v)=u surly et G, <0 surl.} (V1.23)

Le Lagrangien associé a ce probléme est une fonctionnelle de I'eBgdé®) x H~1/2 (Ty) x N
dans I'ensembI®, ouN est I'ensemble des forces de surface positives qui peuvent agdir. sur

N={geH *(); ¢=0}
Ce Lagrangien s’écrit
L(v.%,q) = V(v) + (| 5a(v) — @)p, + (a| Gap)y, (V1.24)

Compte tenu des relations de Kuhn et Tuckelp) appendicé et de la dérivée\(1.7) de la fonction
intervalleG,,, ce Lagrangien est stationnaire pour le trigglet x, o,,) qui vérifie

k(u,v) + (x [7a(¥))r, = (on |tn)r + f(¥) vv e H' (Q) (V1.25)
Ya(u) = u surl'y (V1.26)
(¢ —0n|Gap(u)) <0 VgeN (V1.27)

c

ouwv, = v.n estla projection du déplacement virtwesur la normale sortante au solide rigide maitre
(entrante dans le solide esclave).

3.2 Meéthode de résolution du probléme de contact statique
Formulation réciproque

Cette méthode consiste a calculer, a I'aide du noyau de Poisson du solide élastique, le champ de
déplacement: a partir des deux premiéres équatiow$.25) et (V1.26) en considérant I'inconnue
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o, comme un parameétre. Ce déplacement dépend naturellement aussi des forces dd edldene
surfacet et de la condition de Dirichlei. Il est donc possible d’écrire

u=_G (o, f,ta)

L'opérateurG étant un opérateur linéaire, la composante normale du déplacemdnt awtonc la
forme
up = G" (op) + Gy, (£, £,10) (V1.28)

avec
in (F, 6, @) = n.G(0, £, t, @)

Cette méthode est facilement applicable lorsque l'intervalle entre les sGligéa) peut s’exprimer
au premier ordre en fonction du déplacemen€Ceci est rendu possible dans le cadre de I'approxi-
mation des petits déplacements en introduisant le jeu fhit@é G, (0)

Gap(u) = Gap(0) — un

En remplacant ces expressions daris7), le probléme de contact unilatéral est alors exprimé sous
la forme d’une inégalité variationnelle, incluant I'opérateur de Gx@én

trouvero,, i N tel quAe V1.29)
<q70n‘G (O-n)*gap>rczo quN
avec
Jap = Gap(0) — iy (£, £, 1) (VI.30)

Puisque I'opérateufs est défini positif, I'inégalité variationnelle/(.29) correspond & la minimisa-
tion, sur I'ensemble convexg de la fonctionnelle

F:H Y?(,)—R, F(q) = % (G (@) @), —{9ap | D,

L'avantage de cette formulation est de résoudre le probléme de minimisation en ne mettant en jeu que
des fonctions définies sur la surfacg Le nombre de degré de liberté nécessaire a I'approximation
par éléments finis des équations se trouve donc considérablement réduit. De plus, I'inégalité varia-
tionnelle {/1.29) peut étre résolue par une méthode de projection, puisque I'opérateur de projection
sur I'ensembléN a une forme trés simple (Cf. sectiBriLde I'annexeA). C’est I'objet de la méthode
SOR(Successive Over Relaxation method) qui est une variante de la méthode d’'Uzawa que nous
allons décrire a la suite (voir ausdi(] et annexeA).

Méthode d’'Uzawa

L'inégalité variationnelle Y1.29) est inchangée lorsqu’elle est multipliée par un nombre stricte-
ment positifp :

on €N (=0, |p[G"(00) — gapl)p, 20 VgEN, p>0
Ajoutant et soustrayarat,,

<q_0n|0n_(an_p[Gn(Un)_gt;p]»pc20 VgeN, p>0

2|l est aussi possible d’exprimer la fonction intervalle en fonction de sa valeur au pas précédent dans un algorithme itératif.
Le procédé peut donc étre utilisé dans un autre cadre que celui des petits déplacements. En revanche, I'utilisation du noyau de
Poisson nécessite une théorie linéaire de propagation.
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il apparait, d'aprésA.14), que la solutiorr,, est la projection sur 'ensemble conveXedu vecteur
—p[G"(on) — gap) :

On = PN(Un *P[Gn(an) *g;p]), p>0

Or I'opérateur de projection a la forme simp‘F@(q(x)) = min{q(x),0}, x € T'.. La solution est
donc

on =min{o, — p[G"(0n) — gap] , 0}, surle, p>0 (V1.31)
Il est donc naturel de définir une méthode d’approximation, permettant de catgulétant donné
un élément arbitraire? € H~1/2 (T",.), on définit la suites”, pourk > 0, par

M =min{of — p[G"(0F) — g2p] .0}, p>0, k>0

O-TL

Méthode SOR Notant que I'inégalité variationnell&/(.29) est définie sur la surface de contlgt
I'approximation par éléments finis de cette formulation devient

PcNy; (Q-P)G"P—G,) >0 VQeEN, (V1.32)
avec
N, ={QeRY; @Q;<0, 1<i<M]} (VI.33)

ou M. estle nombre total de noeuds de la surface de cohtatta procédure itérative devient dans
ce cas discret : partant d’un vectéft tel queP? < 0 pourl < i < M,, on définit la suiteP®, pour
k >0, par

PR = Pk p |G PE — (Gapi|, >0

?

PFY = min{PFT2 0}, 1<i< M,

Cependant pour unhdonné, les vaIeurPf“, avecj < i, sont déja calculées. Il apparait donc plus
judicieux d'incorporer ces valeurs plus précises dans le calcﬁ’;kd’é/2 en décomposant

n pk n pk n pk n pk
G}, P, ZGP+GP+ZGP
j=i+1

Ce qui permet de calculer la valeur intermédiais™"/* par

prt1/2 _ (1-w)PF - 2 ZG%PJ@H Z ank (; b)i (VI1.34)

%
j=1 Jj=i+1

en ayant pose = pGJ,.
Finalement la méthod8ORpropose :

1. de partir d’un vecteuP? tel queP? < 0 pourl < i < M.
2. de calculelP”+! par

PFL = min{ P20}, 1<i< M, (V1.35)

ol le termeP! /2 est obtenu pai\(.34),
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3. et de continuer la procédure jusqu’a ce que le terme

Mc

P v

= s

D=1

soit inférieur a une tolérance fixée (par exemple 10~4).

Cette méthode de projection itérative, comme I'ont montré Glowinsky, Lions et Trémoli&tes [
converge lorsqué — oo pour toute valeur de telle quel < w < 2.

Pizc+1 _ Pik‘
P

T

(V1.36)

Exemple

FiG. VI.3. Ecrasement d'un demi cylindreUn demi cylidre de rayon extérieQr5 m est écrase par un obstacle
rigide dont 'enfoncement est réglé par le paraméetre

La formulation variationnelle réciproqu¥/(;29) et la méthode de projection itérative sont uti-
lisées pour résoudre le probléme de contact statique d’'un demi cylindre avec une fondation rigide.
Considérons un demi cylindre, fixé sur le plaa- 0, d’épaisseue = 0.05 m, et de rayon intérieur
et extérieur valant respectivement= 0.4 et R = 0.5 m (cf. figureVI.3). Son centre est fixé pour
origine, son module d’Young vaut = 1000 N/m? et son coefficient de Poissen= 0.4. La surface
extérieure d'un cylindre est de la forme

y=xvVR2—-22, —-R<z<R, —-e<z<0
Le cylindre peut étre en contact sur la partie inférieltg, de cette surface. La fonctiop qui

caractérisd’, est
y=¢(z)=—R2—22, —R<z<R
La normale &, sortante du demi cylindre est

ny(z)=¢'/\/1+¢2=2
n(z) = { ny(x) = —1/\/1+¢2=—

n,(x) =0

=P
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Le vecteurN, perpendiculaire & la surface de la fondation est

N,(x)=0
N(z) = { Ny(z) =1
N.(z)=0

Si la fondation rigide s’enfonce dans le solide élastique d’une distaned), alors le jeu initial se

calcul par
x
Gop(0) = Ry /1= (5)* —a

Dans ce cas, le déplacement (z) correspond au déplacement selon I'axe dedlirection de la
normale sortante a la surface rigide (surface maitre).

Opérateur de Green Le déplacement sur la surface de confacs’écrit
Uj, = Giij

ou: parcourt I'ensemblé.. des degrés de liberté d& et j I'ensemble de degrés de liberté tofal
(sans compter les degrés de liberté liés a la surface de DirichjePour exprimer le déplacement
normal U, au kiéme noeud dE., on considére 'ensembl&., des noeuds dE.. Le probléme
étant & trois dimensions on obtient

Ut = [Geak-2;Ne(@r) + Gap—1); Ny (1) + G ary; N (21)] F
Gae—1);F5, keXe, jeA

En remarquant que les forcé$ qui s’exercent sur le systeme peuvent se décomposer en trois parties

1. les forces de vqum;FJQ, j appartenant a I'ensembli,, des degrés de liberté “internes” du
solide

2. les forces de surfacEjT, j appartenant a I'ensembler, des degrés de liberté de la surface
I'-T.-Tq,
3. les forces de contadis, j appartenant a 'ensemble., des degrés de liberté de la surfate
on écrit le déplacement normal;, sous la forme
UN = Y HgFi+ Y HgFj+ > HyF,
JjEAq JEAT JEA.
U+ U+ Uy, kex,

avec
Hyj = Gr-1)j, k€Xe, jeA (V1.37)

De plus, puisque les forces de frottement tangentielles sont exclues, la force de contact au noeud
est un vecteur de la forme
Fm = -Plnx (ZL'[)

Fy = By ()
F,= an(ﬂfl) =0
Si bien que le déplacement normal/;?, d0 aux forces de pressioR, surl’. s’exprime par

‘Up =Y HyFj=Y» CuP, ke,
JEA: les.
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avec

Cu = Hp@i—2yna(@1) + Hi@—1yny (21)
= Gar-1)Ei—2n(@1) + Gar_1)@i-nyny(z), (k1) € X (V1.38)

Finalement la relation\(].28) de la section précédente, donnant le déplacement normBl. sara
forme numérique suivante

Up= Y HyFj+Y CuP, kel (V1.39)
JEAQUAT 1€,

ou les matricedl et C sont calculées, a partir de, par les formule3(1.37) et (V1.38). Lensemble
des éléments nécessaires a la résolution du probléme de contact par la méthode SOR sont maintenant
réunis. Ainsi quelques résultats pour diverses indentations sont présentés auMigues¥|.5.

04 -03 -0.2 -01 0 0.1 0.2 03 0.4

FIG. VI1.4. Ecrasement d’'un demi cylindre Ecrasement d&0 cm par un obstacle rigide plat et pression sur la
surface de contact.

FiG. VI.5. Indentation d’'un demi cylindre Indentation di a I'enfoncement d'un rectangle rigide sur une dis-
tance de30 cm.

Symeétrie selon I'axe des z Si'ensemble ..., des noeuds de la surface de confacest ordonné
en deux parties : les noeuds pour lesquels 0 suivis des noeuds pour lesquels< 0, alors la
matriceC a la forme symétrique suivante

Cn Cr2
C =
[ Ci2 Cn ]
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Ce qui permet de chercher la pression de confastuleument sur la moitié de la surface de contact
en appliquant l'inégalité variationnell®/(.32) : trouverP tel que

(Q-P)!(zP - G,,) >0 VQ

sur l'ensembleN; = {Q € RM</2; @, <0, 1<i < M,./2}, ouM, estle nombre total de
noeuds de la surface de contac¥et C;; + Cia.

~ ko

Les grandes lignes des résultats présentés dans ce chapitre existent déja dans la litt€fature |
L'utilisation d'un noyau de Poisson calculé par la méthode modale constitue tout de méme une
originalité. Si ces résultats sont détaillés ici, c'est aussi pour préparer a la résolution de problémes de
contact en dynamique en utilisant la formulation réciproque.
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Chapitre VI Contact en élasticité




e contenu de ce chapitre a fait I'objet d'un article soumis en janvier 2003 a la reweenatio-
L nal Journal for Numerical Methods in Engineerifgg)]. Il s’intitule "A reciprocal variational
approach to the two-body frictionless contact problem in elastodynamics”

Comme le titre le laisse supposer, le contact entre deux solides élastiques sans frottement est
étudié en utilisant une formulation réciproque. Le cas dynamique est quelque peu différent du cas
statique dans la mesure ou il existe en dynamique une condition de contact supplémentaire de ma-
niére a assurer la conservation de I'énergie. Cependant, comme dans le cas statique, chaque surface
de contact est considérée comme une surface de Neumann pour laquelle est calculé le noyau de Pois-
son. La dérivée temporelle du noyau de Poisson est en fait un opérateur d’admittance qui permet
d'exprimer la vitesse en fonction de la pression de contact. Grace a cet opérateur, il est possible
d’éliminer la vitesse dans les équations du mouvement et ainsi d’obtenir une équation intégrale ne
portant que sur les surfaces de contact dont I'inconnue est la pression de contact. Comparé aux mé-
thodes directes par différences finies, ce procédé permet d’envisager une économie en terme de temps
de calcul pour des systémes de grande taille.
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This paper deals with the theoretical and numerical treatment of the unilateral dynamic contact problem between
two arbitrary elastic bodies without friction. In addition to the classical variational statement that arises from
static problems, a dynamic contact condition is needed and found by adjusting the balance laws of physical
quantities to the impenetrability condition. In the context of infinitesimal deformation, a reciprocal formulation

is then used to reduce this well-posed problem to one involving Green functions defined only on contact surfaces.
Itis then often possible to approximate the system using considerably fewer unknowns than with finite difference
algorithms. The ability of the method to predict the contact interaction between two elastic bodies, irrespective
of the material constitution and geometry, is highlighted by analytical and numerical simulations.

KEY WORDS : contact problems; Signorini; frictionless contact; elastodynamics; Green functions; finite
elements

INTRODUCTION

The general problem of the equilibrium of a linear elastic body in contact with a frictionless
foundation was formulated by Signorird3] in 1933, who presented a more complete account of
his theory in 195944]. The first rigorous analysis of a class of Signorini problems was published
by Fichera #5]. The work of Fichera represents the first treatment of the question of existence and
uniqueness of variational inequalities arising from the minimization of the total potential energy
functional on a convex constraint set that expresses the impenetrability between the body and the
foundation.

Since then, the solution of the classical Signorini problem has been shown to be also the solution
of a variational inequality that arises naturally from the principle of virtual work. See, for instance,
Oden and Kikuchi 40] who laid the mathematical framework for a variational statement of the
Signorini’s problem and took up the question of existence and uniqueness of solutions. They also
provided interpretations of weak solutions and discussed their relationship to the classical solution.
As customary, saddle point theory (Lagrange multipliers) or penalty formulations were used to handle
the contact constraint and finite element approximations were developed.

All these studies refer to static elasticity. Several authors have attempted to find the numerical
solution of dynamic contact problems using finite element methods. Among them it is important to
mention the work of Hughes et all§] who presented a finite element formulation for linearly elastic
contact-impact problems valid for perfect frictionless condition on the contact surface. Careful pro-
cedures, compatible with waves propagation theory, were used to enforce linear momentum balance
when the impact or the release of the contact nodes occurs.
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Duvaut and Lions ] have investigated the frictional dynamic contact problem with prescribed
normal tractions on the contact boundary and were able to prove existence and uniqueness of solu-
tions. The frictional effects are included in the variational formulation through a non-differentiable
functional which represents the virtual power of the friction force. As a consequence of this non-
differentiability, this dynamic contact problem provides also an example of physical system subject
to a governing variational inequality. Applications of the finite element method to solve this varia-
tional inequality, including error estimates and adapted algorithms, were presented by Martins and
Oden @7].

For unilateral contact, a variational inequality was also formulated, (e.g. Panagiotopoulo4&t al. [
49)). By discretizing this inequality with respect to time and using a finite element method, these
authors also obtained a solution of the dynamic unilateral contact problem by solving a static pro-
blem at each time step. In this case, the contact conditions are devised on individual configurations
without much regard to the temporal variation of the contact kinematic measures. Taylor and Papa-
dopoulos §0], in the 90’s, have shown that standard semi-discrete time integrators are unsuccessful
in modeling the kinematic contact imposed on the interacting bodies during persistent contact.They
have bypassed this difficulty by devising a special treatment of contact/release conditions. Since
then, Laursen et al3B] demonstrated that this dynamic kinematic condition guarantees the energy
conservation for frictionless contact and proposed a formulation of dynamic contact problems which
enables an exact algorithmic conservation of the linear momentum, angular momentum, and energy
in finite element simulations. The ability of the formulation to produce accurate results where more
traditional integration schemes fail is emphasized by their numerical simulations.

Usually, the variational inequality is obtained by adding a constraint to the classical equation of
motion. Conversely, in the static case, Fichetg pr Oden and Kikuchi40] showed that equations
of motion with constraint can be derived from convex analysis and optimization theory. It is then
natural to seek a functional which is to the dynamic context what the total potential energy functional
is to the static context. The first section of this article is an attempt to show that the optimization of
Hamilton’s functional, on a constraint set that expresses the contact condition, can be used to obtain
the formal statement of the two-body dynamic contact problem. In this framework, general non-linear
programming methods are available and the problem can be formulated using saddle point theory
where the Lagrange multiplier represents a contact pressure. To this purpose Taylor’s prag@dure [
is followed in the linear context.

Unfortunately, this statement is not sufficient since it is now clear that the energy balance must
be considered to obtain a well-posed problem. In se@iahis shown that the kinematic contact
condition derived from the static one by Tayl&@(] and postulated by Laursei3§] is in fact a
consequence of the continuum mechanic balance laws and represents the way the energy is dissipated
during contact.

Furthermore, in all the works mentioned above, finite-difference methods were used to integrate
the resulting equations of motion. In secti@rthe reciprocal formulation already used for static pro-
blems is applied to the dynamic context. This method involves the inverse efdbiécity operator
appearing in standard variational statements of linear problems. One of the advantages of this method
is that the awkward problem of discontinuities, which arises in contact problems, is already treated
in the definition of this operator usually call&teen functionMoreover, since the contact pressure
only occurs at the contact surface, the problem itself reduces to one involving functions defined only
on this surface. It is then often possible to approximate the system using considerably fewer unk-
nowns than with classical finite-difference methods. At this point, it is important to mention that this
method is only applicable to small strain elasticity problems where Green functions make sense. But
the Green function can be considered as the first-order term of Volterra kernels expansion, and then
futher investigations will be done to extend this algorithm to non-linear elastodynamic by using those
kernels.

Section4 is concerned with two dynamic contact examples. The first one is a collision bet-
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FiG. VII.1. Two elastic bodies (a) and (b) in their undeformed (dash line) and current (solid line) configuration.
The actual surface on which the body (a) comes in contact with the other one is not known in advance but is
contained in the portiof'? of its boundary.

ween two identical rods. In this one-dimensional case, an analytical solution is available and can be
compared to numerical results. The second example exhibits nonlinear characteristics in the three-
dimensional contact between two disk-shaped elastic bodies.

1 FORMAL STATEMENT OF THE PROBLEM

Formal statement of the problem

1.1 Geometry and conventions

We consider the two-body contact problem show on Fig.1 where two bodies(a) and (b),
are expected to come into contact during the time interval of intédes}. To simplify notations,
a star(x) is used to represent indifferently body) or (b). Let 2, be an open bounded subset
of the three-dimensional Euclidean sp&&with a boundands,. The setf, is occupied by an
elastic bodyB*. A material point ofB* is represented by vector co-ordin&e = (X7, X3, X%)
in the undeformed (reference) configuration (doted line in ¥lg1) while, in the deformed (actual)
configuration at time, this particule is labeled by* (X*, t) = (a7, x5, z3) (solid line).

The material surfacéf2, of each body is decomposed as usual into three mutually disjoint parts
I'%, Ty andI';. OnT (resp.I';) displacement&* (t) (resp. tractions*(t)) are given. We denote by
I'* a portion of body(x) which is a candidate contact surface. The actual surface on which a body
comes into contact with the other one is not known in advance, but is contained in the ptirtbn
09, In addition, each body can be subjected to a body fét¢g (such as gravity for instance).

The displacements of the bodies, relative to the fixed spatial frame, at tene represented by
a function

u:te0,7] — u(t) = (ut),u’(t)) €€,

whereu*(t) is the displacement fietcbf body (x) at timet and€ the product of Sobolev spaces of

1The displacement of a material particutdlabeled by vectoK * is defined as

ut (X, 1) = x*(X*, 1) — X*.
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each body
€= (H" (Q))® x (H' ())°.

Throughout this study, standard indicial notation and summation convention are employed. Su-
perposed dot§) indicate differentiation with respect to time and comnjag, denote partial diffe-
rentiation with respect te;. Thus,

. Ou; . 32%: Ouy
i ot ) i ot2 5 i,k 8$k:’

etc

1.2 Contact condition

The contact condition on the displacement fieldbf a linear elastic body in contact with a
frictionless foundation is established by Oden and Kikuchi as

un < gqp, onlg, (VII.1)

whereg,, is a given function representing the normalized gap between the elastic body and the
foundation anda is the outward unit vector normal to the contact surfBgeThe extension of this
contact condition for Signorini problem to the two-body contact problem has also been achieved.
The corresponding impenetrability condition is basically of the same form as the kinematic contact
condition {/11.1), except that now the relative displacement fiald= u® — u® is used to give

Uy, < Gap, ONTE, (VIL.2)

whereu], is the normal component of the relative displacement on the contact siifface

1.3 Hamilton’s principle in elastodynamics and variational formulation

Hamilton’s principle states that a dynamical system will move so that the time average of the
difference, T — V, between kinetic and total potential energies will be an optimum. In order to be
consistent with the static formulation where variational inequalities arise from the minimization of
the total potential energy, we seek a minimizer of the Hamilton functional

J(v) = /OT(V — T)dt, (VI1.3)

on a constraint set that expresses the impenetrability condkibr2§. In other word, the objective
is to find a displacement that minimizes the Hamilton functiongf (v) on a constraint seX.
Mathematically,

findu € K suchthat J(u) = ‘}IGLIfC J(v) (VI1.4)

The constraint set depends on the physical problem and its definition plays an important role in
the search of the extremum For the two-body contact problem, we introduce the sgageof
admissible displacementswhich verify the Dirichlet conditions defined by

Ug={veE | vi=ua* onT% v’=1u" onTH} (VIL5)

The constraint sek consists of those displacement fieldswvhich satisfy the kinematic contact
condition {11.2)
K={ve€lua | v, —gap <0 onlg} (VIL.6)
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wherev” = v¢ — v is the normal component of the relative displacement%riThis set/, is not
a linear space of, but a nonempty closed convex subsetofThus, by Euler inequalityl[0], the
two-body contact problem has the following variational form

(VI()|v-u)>0, Ywek (VI1.7)

{find u € K such that
where(VJ (u) | v — u) is theGateaux derivativeof 7 atu in the directionw = v — u.
According to ¥I11.3), a more explicit variational formulation can be built using the mathemati-
cal expressions of the kinetic and total potential energy of the two-body system. This yields to the
variational inequality

{find u € K such thatyt € [0, 7] ViLg)

m(li,v—u)+k(u,v—u)— f(v—u) >0, Ywek

where the traditional bilinear forms, defined frdfnx £ — R, for "mass"m(.,.) and "stiffness"
k(.,.) respectively, have been introduced as follow

m(u,v) = Z/ prupvr dv,  k(u,v) = Z/Q Chimn U n V%, dv- (VI11.9)

*=a,b *=a,b

The symbolp, denotes the mass density of body andC;;; are the components of the Hooke’s
tensor of elasticity, which possesses the standard symmetries. In formubdtia),(f(.) is a li-
near function orf representing the virtual work produced by external forces (body forg&sand
prescribed tractions®)

v =3 Vﬂ*p*f*.v*dw/r

*=a,b

tr v ds] .

*
n

1.4 Method of Lagrange multipliers

Constrained minimization problems can be reformulated as saddle point problems using the me-
thod of Lagrange multipliers (see Refd0] and [L0]). Such formulation makes it possible to seek
minima of functionals in linear spaces rather than closed convex sets. This is done by introducing,
instead of the constraint skt, the spacéV = £ x Z x N where

Z=H"12(19) x H /2 (1Y) (VI1.10)

is the dual space of displacements on the Dirichlet surfaces whils the admissible set for the
Lagrange multiplierg,, defined by

N = {p,cH V2T, | p. <0 onl%}. (VII.11)

The setV is a subset of the dual space of displacementB otontaining negative force. The mini-
mization problem¥I1.8) is then equivalent to the determination of the saddle paink, c,,) € W
of the Lagrangian

L:(v,k,pp) €W — L(V,Kk,pn) €ER

2The Gateaux derivativef 7, atu in the directionv, is defined by

(VI () |v) = lim % (J(u +ov) — J(u)).
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defined by
EW%%J—ﬂw—/l}:m*w—wm+@ﬂﬁ—%ﬁ;ﬁ (VII.12)
0 *=a,b ’

where(. | .)p.. and(. | .)p. arethe duality pairing OH /2 (%) xH'/2 (T'%) andH /2 (T'%) x H'/2 (T'%)
respectively. This saddle point satisfies the following equations and inequation

Find (u, x, 0,) € W such that

m(li, v) + k(u, v) = b(v) Y eé (VII.13a)
Y (& ut—a)p, =0 Vk € Z (VI1.13b)
*=a,b

(Pn — on | Uy = Gap)pa >0 Vp, € N (V11.13c)

whereb(v) represents the forces acting on solids (a) and (b)

b(v) = f(V)+ Y OV + (on|vp)pe s VW EE. (VI1.14)

*=a,b

The first equation\(11.13a) represents the principle of virtual work (power) applied to the bodies (a)
and (b) subjected, on one hand, to external foyties and to reaction forceg* on their respective
Dirichlet surfacel’, and on the other hand, to a contact pressyr@ormal to the contact surface
I'¢. Note the sign reversal in the contact pressuré&/ih14) according to Newton’s third law,

(o | Umrg = (on | UZ>F3 - <Un | Uz>pg

(n is the outward unit vector normal i¢}). The second equatioiW(].13b) expresses the Dirichlet
boundary conditions. Finally, the variational inequalit§li(13c) expresses the unilateral and fric-
tionless contact condition dry;.

1.5 Equation of motion

Using the Green formula, the classical strong form of the two-body contact problem can also be
obtained from the formulatiorM(l.13)

p*uz = Uzl,l + p*f]: in Q* X [0, T} (V||15a)
omn; =ty onT x [0, 7] (VII.15b)
T = Xk } onT? x [0, 7] (VI1.15c)
up = Uy

u:t — Yap S 0

on, <0, o, =0

on (Ul — gap) =0 onT. x [0, 7] (VI1.15d)

o = ofminy

up, = ufy — uj,

This step is not a straightforward exercise. In fact, it can be shown that any sufficiently smooth so-
lution of (VI1.8) or (VI1.13) is also a solution of\(1l.15). Conversely, takingr andv in the convex

set/C, multiplying (V11.15a) by v;; — uj and integrating by parts ovél,, it is possible to obtain

the variational inequality\(I.8) and consequentlyl.13). The relationship between the solution
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of the variational inequality\(11.8) (or, equivalently ¥11.13)) and the solution of the classical pro-
blem (VI1.15) can be found in Ref.40]. More precisely, these relationships are only established by
Kikuchi and Oden4(] in the static context where inertial effects are not taking into account.

To our knwoledege, the question of existence and especially of uniqueness for the frictionless
dynamic contact problems stated above is still open. Uniqueness of solution, in the dynamic context,
is only proved by Duvaut and Lion§]for frictional contacts assuming prescribed normal tractions.
Their demonstration, based on energy considerations, can not be applied in our case where the normal
unilateral traction is an unknown.

In fact, the two body contact problem is not yet well-posed since several solutions can be obtained
from the variational statemenY(1.8) or, equivalently ¥I11.13). Appendix6.1is an illustration of
such a case.

2 DYNAMICAL CONTACT CONDITION

2.1 Energy dissipation during contact

Asitisillustrated in appendixg( 1), any physically relevant solution of the contact problem has to
be found by explicitely adressing the energy equation. How the energy is dissipated in the two-body
contact problem ? To answer to this question, let us compute the total time rate of change in energy
(kinetic T and internald’) by replacing the virtual velocity € £ by the real velocitya in (VII.13a)

to obtain JE AT W)
+ .
dat - dt b(1)

where the linear formb(v) is given by ¥I11.14). This variation of energy, according to the first
principle of thermodynamics, balances the total supply of energy through external forces and heat :
P + Q. According to ¥11.14), it is clear that the rate of work of all external forces is

P=f(a)+ Z <X*|u*>rg-

*=a,b

Thus, the heat energ@, that enters the body per unit time is given by
Q= (on| ﬂ;)rg

whereu” = 42 — 4% is the normal component of the relative velocity Bh In order to obtain a
well-posed problem a new contact condition must be found specifying the value of this dissipation
term. This the purpose of secti@ This condition is called thdynamical contact conditioas it is

not necessary for static problems.

2.2 Balance laws on the contact surface

The dynamical contact condition will be found by adjusting the balancé’lafyshysical quan-
tities on the contact surface to the impenetrability condition (see Refg, 8, 4]). This condition,
used in inequality¥I1.2), can be also formulated by

Two bodies do not penetrate if the flux of mass through their separation surface
(see Fig.VIl.2), of velocityw, vanishes, i.e,

p*(d*k —wg)ng =0 onT, (VI1.16)

wherep, is the mass density of body) and n the unit vector normal td’. outgoing
from body(a).




103

body(a)
I.

body (b)

FiIG. VII.2. The surfacd’. is called contact surface or sliding surface.

According to this hypothesis, the balance laws of physical quantities give rise to the following pro-
perties o',

[ik]p, ne = 0l — 0% = —i;, =0 mass conservation (VIl.17a)
[[Ukl]]rc n, =0 momentum conservation (VII.17b)
[[akl.uk]]Fc n = [[ql]]rc ny energy conservation (VII.17¢)
lalp, m >0 2nd thermodynamic law (VI1.17d)

whereo is the Cauchy stress tensor aqahe heat flux vector. The jump]y. is a spatial jump
through the contact surface : these brackets indicate the difference of their enclosure at the surface
I'. approached from the positive and negative sides of its positive normal] glg=, f+ — f~.

These balance laws refer to the current (deformed) configuration of the bodies (Eulerian confi-
guration). For contact problems, the boundaries of the bodies are unknown at the outset and must
be determined from the solution of differential equations. It is then convenient to employ a formu-
lation based on the reference (undeformed) configuration where the boundary conditions are known
(Lagrangian configuration). This provides a reasonable amount of simplicity in dealing with contact
problems even though the field equations may be more complicated. Fortunately, within the infini-
tesimal deformation theory there will be no distinctions among Lagrangian and Eulerian forms of
balance laws and jump conditions (see R&).[

According to ¥11.17a), the velocityu undergoes a discontinuity throudh, but this disconti-
nuity is purely tangential. EquatioW[l.17b) stipulates that the stress vector is continuous through
I'.. Decomposing the stress vector and the velocity into their normal and tangential components

OrINy = OpNg + 071,
[[ak]]rc = ([[uzﬂrc ni)ny + [[uTkﬂFC )
the conservation of energy through the contact surfdtiel(7c) yields, according to\(1.17b)
on [k]p, nk + o, [ur]r, = @]y, m >0 onl. (VI1.18)
Taking into account the conservation of mag#.(L7a), this leads to the tangential contact condition
0Ty, [[uTk]]FC - [[QIHFC ng =0 onl,
and to the normal contact condition

On [[’dk]]rc ny =0, onl,

3Conservation of mass, momentum, moment of momentum, energy and second thermodynamic law.
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or, equivalently (sinc&'. can be replaced by? in the linear theory)
(on|tn)pa =0 (VI1.19)

These conditions indicate that only tangential tractions can generate energy dissipation by friction
between particles on the contact surface. In this article only frictionless contact problems are conside-
red soor = 0 onT'., but the contact conditionf1.19) is still valid even if the contact is considered

with friction.

According to the contact condition/{1.19) a non-zero traction may only be generated if the
normal velocityd, is continuous through the contact surface. In other words, during interaction the
normal velocities of both bodies must be equal on the contact area, which is quite intuitive. This
condition /11.19) is sometimes called the persistency condition and it is of particular importance in
the design of numerical algorithms for dynamic contact problems (see Laurakfb#t38, 52] and
Taylor etal [50Q)).

In fact, the impact between portions of the boundaries of elastic bodies is expected to produce
propagating stress and velocity discontinuities. Indeed, just before contact, the relative normal velo-
city @;, could be non-zero : this velocity must thus make a jump to vanish during contact. That is to
say that at least one of the bodies endures a brutal change in its velocity in the direction normal to
I'.. Thus, a particular attention must be dedicated to this additional difficulty.

3 DUAL FROMULATION

To compute a solution of the two-body contact problem in case of stress and velocity discontinui-
ties we will prefer to use an integral representation with Green functions rather than finite difference
algorithms such as Newmark and central difference schemes. This method is usually called recipro-
cal formulation as it involves the inverse of thlasticity operatorappearing in standard variational
statements of linear elastodynamic problems. This inverse operator is the Green function. One of
the advantage of this method is that the awkward problem of discontinuities is already treated in
the definition of the Green function without the complications of contact problems. Moreover, since
the contact pressure occurs only on the contact suifatke reciprocal formulation uses functions
defined only on this surface. It is then often possible to approximate the system using considerably
fewer unknowns than with classical formulations and then save computational time.

To deal with integral representation using Green functions, it is convenient to first investigate
some aspect of the unconstrained problem by considering one of the two bodies. This is the purpose
of the next subsection where the mathematical tools needed for the reciprocal formulation will be
defined. A semi-analytical method will also be described to compute those tools. In the following
subsectiorB.2, the reciprocal formulation will be applied to the two-body contact problem and this
will lead to a very simple numerical algorithm described in subse@&i8iand 3.4.

3.1 The unconstrained problem
Green and Poisson functions

For the time being, let us consider one of the two bodies, say bgdgr(example, and suppose
that the contact pressues, is a given prescribed traction onld. If the sources,f*, t* and the
Dirichlet boundary conditiom* onI; are also prescribed, the displacement figlgsolution of the
variational formulation V11.13a-VII.13b) (written for one solid) is unique and can be expressed by
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an integral representation (see Refd, [36]) using Green and Poisson functions, namely

ug(x;1)

GE(x,y5t) = pu f7 (y5 t) dvy +/ N (x,y;t) * ] (y;t) dsy
Q* F;‘L

+ NF(x,y5t) * on(yst)ni(y) dsy + / Dy (x,y3t) = @} (y;t) dsfV11.20)
T3

e

where the stafx) denotes the convolution operation with respect to time. In this formula, the Green
functionG*(x, y; t) is the solution of the variational unconstrained probl&fh.(3a-VI1.13b) with
the sources

puf* =6(t)5(x —y)er, x€Q, yeQ T =1uf=0,=0 (VII.21)

wheree, is k-th unit basis vector @&2. The Poisson functiomS* andD” are the displacement fields
corresponding to an impulsive source (force and displacement respectively) placed on the surface of
the body. This yields, on the Neumann’s surfagg to the Poisson functidnV* (x, y; t) with the
sources

*=0t)(x—yler, xe€Q, yell =t =0,=0 (VII.22)

and, on the Dirichlet’s surface, to the Poisson functidh(x, y; ) with the sources
a =06t)6(x—y)er, xe€Q, yeT} ff=t"=0,=0. (VI1.23)

It is important to note that the integral representatidh.20) has the same form for a poirtin the
domain{2* or on the boundargQ)* =I'; U I';. This is an alternative to the integral representation
that uses the fundamental solution (free-space Green’s function). In this case, a different expression
exist depending on the position of the point fieldsee Ref. 19)).

Modal theory

The major problem of reciprocal method is to find the Green and Poisson functions related to an
elastic body. In practice only a few physical systems allow an analytical calculation of such functions.
Discontinuities in the fields make difficult to compute pure numerical solutions of the unconstrained
variational problem with impulse sources. Modal théogjves an opportunity to compute semi-
analytical function : the Green functiog@” (and even the PoissdN*) for any pointx and timet
may be represented by a normal-mode expansion

(x,y;t f: x)an(y;t) (VI1.24)

where ¢, is the n-th mode of the bodg). Substitution of the series representation into the va-
riational formulation ¥11.13a-VI1.13b) with the convenient choice of = ¢;, gives an ordinary
differential equation which can be solved analytically by Laplace transform method. This yields to
the Green function

mnwn

> Wt _
Fx it Z Smw n(y) er, x€Q, yeQ” (VI1.25)

4Same procedure can be done for the contact sufface
5Althought Green functions are computed, in this article, by modal theory please note that other methods exist to obtain
those kernels (finite difference algorithms, integral formalism .. .).
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wherem,, andw,, are respectively the modal mass and modal angular frequency associated to the
n-th mode respectively arid(¢) is the Heaviside function. A similar expression can be built for the
Poisson function where the poiptlie on the Neumann surface instead of being in the dorfain

nt
R(x,yit qu Sl ) e x€QF, yeT® (VI1.26)

mnwn

The Poisson functio”* can also be computed using normal-mode expansion. But, since the modes
vanish on the Dirichlet surfacE}, a more complicated approach must be used (see B&ffdr
details).

3.2 Two-body contact problem

Applying this result to the variational constrained problewl.(L3), the displacement and the
velocity on the contact surface can be expressed as functions of the contact pressure. The two-body
contact problem is then reduced to the impenetrability.{3c) and to the dynamical contact condi-
tion (VI1.19) with only one unknown : the contact pressure.

find o,, € NV, such that

<pn — On | Gd((f”) + g;;)>pc Z O, Vpn S N (V||27a)
and
<U7z | G?;(Un) + E:L>F =0 (V”27b)

c

whereG, andG,

Galop) = / N(x,y;t) * on(y; t) dsy
I
Gy(on) = / N(x,y;t) * o, (y;t) dsy
I
g’;l;’ = a:L_g(lp'

Let us see how this substitution is made. The normal displacement on the contact Biirfdce
the body(%), u} (x;t) = uj(x;t)nk(x), have been decomposed as contact and external contributions

up (%5 8) = ugon (%3 8) + up(x31), x €I
In this way, the part of the displacement due to the contact pressure is
Ugont (X5 ) = Ny (x,y;t) % 0n(y; 1) dsy (V11.28)
F*
where here, the Poisson function
N (x,y5t) = ni(y) N (x, y; t)ng(x),  x,y €T,

represents the normal displacement at pgirt I' resulting from an impulse force applied, at time
t =0, at pointy € I'} in the direction normal t@;.

The displacement;}, is a known function for a given set of external contributigng*, t* and
u* and can be expressed, usingl(20), by the integral representation

Uy (x;t) = Q*G (%, y;t)ni(x) * ps f(y; t) doy

+ Nf(x,y;t)nk(X)*t?(y;t)dser/ DF(x,y; t)ng(x) * @2 (y;t) dsy
T I3
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In the same manor, normal velocity can be decomposed as contact and external contributions as
follows
wn(xit) = | Ni(x,yit) # only;t) dsy + i, (x;t) (VI1.29)
r:
where now,]\'i,*L is the Poisson velocity function of body)(which represents the normal velocity at
pointx € I'* resulting from the same excitation force as for the Poisson function. So, the relative
normal displacement and velocity are functions of the contact pressure

up, (x;1) = U%—UZZ/ N(x,y;t) * on(y;t) dsy + Uy, (x:) (V11.30)
e

i (x;t) = u%—ﬂZZ/ N(x,y;t)  on(y:t) dsy + 1, (x; 1) (VI1.31)
FC

whereN (x,y;t) = N%(x,y;t) + N2(x,y;t) represents the relative Poisson function defined for
y on the contact surface (the plus si@h) is due to opposite normal unit vectan$ andn®). Fi-
naly, these integral representatioil(30) and {/11.31) have been replaced into the contact condi-
tion (VI1.13c) and {/11.19) respectively to give the reciprocal variational probles 7).

For static problems, the dynamic contact conditidhi.@7b) does not exist and the reciprocal
variational problem can be alternatively formulated as a constrained minimization problem, on the
convex setV/, of the functional

F(pa) = 5 (b | Golpa)r, + o | Gy,

whereGo(p,) = frc N(x,y)pn(y)dsy and N(x,y) is a time-independent Poisson function. An
iterative scheme to obtain a solution of such a problem, using a variant of Uzawa’s method, can be
found in [40]. The dynamic problems are not so straightforward and the reciprocal formulation can
be simplified using a time discretization that transforms convolutions into discrete sums.

3.3 Time discretization and algorithm

A time discretization of the two-body contact problem is obtained by introducing a partition of
the time domairf0, 7] into M intervals of lengthAt such thal) = tg < t; < ... < tpr = 7, with
tr+1 — tr = At. In addition, the contact pressurg is postulated, in this model, to be a succession
of impulse forces such that

M M
on(X,1) 2 Y " on(X,t1)0(t —te) = Y on(x, k) (VI1.32)

k=0 k=0
Thus the convolution that appears in formwal(30) can be replaced by the discrete sum

k

N(x,y;t) xon(y;t) = Y N(x,y; k= Don(x,1)
=0

and can be split, with respect to the contact pressure, into instant&reewlisistorical terms

k k—1
D NGy k= Don(x,1) = N(x,y; 07 )on(x,k) + Y N(x,yik = Don(x;,1)
=0 =0

SHere N (x, y; 01) is in fact the jumpN (x, y; 07) — N(x,y;07), but N(x,y; 0~) is zero by causality.
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Thus, the normalized distance between body (a) and (b), atfinvehich should exist in absence of
contact, can be evaluated by

k—1
an(x; k) = ul (x; k) + / > N,y k= Do (x,1) dsy (VI1.33)
Te—o

This relative distance can be greater than the normalized gap function on a dartionof the
candidate contact surfate (see the contact conditioN(].2)). If this surface is not empty, a contact
occurs between the timg_; andt; producing a pressure to avoid the penetration of the bodies.

In order to obtain a very simple algorithm, the contact pressure is postulated to act at discrete time
t, (and not between,_; andt;). In other word a small penetratibis tolerated. On the extended
contact ared’.(k), which varies on time, the particles velocities can be computed in the same way

i (k) =, (k) + | NG y; 0 )on(ys k) dsy (VI1.34)
L. (k)
where the velocity
~T ~Tr k=1 .
, (x; k) =, (x; k) + / > N,y k — Do (x,1) dsy (V11.35)
Te =0

is a known function consisting of external and historical contributions and does not depend on the
contact pressure at timg. Finally, according to the dynamical contact conditidfl(19), equa-

tion (VII1.34) must vanish in order to create non-zero tractions and give the opportunity to calculate
the contact pressure at timgby the integral equation

N(x,y:00) o, (y; k) dsy = —11,, (x; k) (V11.36)
T (k)

The contact algorithm can be summarized as :

initialize o, to 0 for all & €[1,sample-length
for k = 1...sample-length
computeu?, (k) by Eq. (V11.33)
if ul (k) > Ggp then
computei,, (k) by Eq. (I1.35) (VI1.37)
computes, (k) for positive relative velocity by EqMII.36)
end
k=k+1
end

Note that the relative velocit@;(k) is positive when a contact occurs between the bodies. But, since
a small penetration is tolerated, a negative velocity could be computed and a positive contact pressure
would be produced. To avoid such an error a test is done.

"This small penetration is not a restriction in the model : by calculating the exact moment of contact, an algorithm without
any penetration can be built. This procedure slows down calculation without making real improvement and it is not chossen
for ours applications.
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3.4 Approximation and numerical analysis

A finite element approximation of the variational unconstrained probMmil@a-VIIl.13b) is
now considered in order to compute the Green and Poisson function. Each domiaipartitioned
into a mesh of finite element3; over which piecewise polynomial approximations of the displace-
ment fieldu at each time are introduced. This process can lead to the construction of a f&gmily
of finite-dimensional subspaces of each Sobolev space (H! (€2,)). Hereh is an appropriate
mesh parameter (typically is the diameter of the largest element in the finite element mesh). The
vectoruj, of &, finite-dimensional counterpart of the displacement veatorcan be expressed as

N
wj(x,t) = > ULt)vi(x), x€Q x=aorb (VI1.38)
a=1

where 7, denote basis functions spanniéig, and N;; is the total number of node of the finite
element mest®;. Sincé % (x”?) = 67 at a nodex” € QF, U%(t) = uj(x“,t) holds. If the
summation convention is extended to the ca$k, = Zgil a®b,, the time derivatives ofi; are

W (x, 1) = U2 (s (x), i, (x,t) = UL (0)9a(x)

The finite element method applied to the variational proble¢th13a-VIl.13b) makes it possible
to compute, for each discrete timg and for each bodyx), a matrixN* (k) using normal-mode
expansion Y11.26). This matrix is an approximation of the Poisson functiovs(x,y;¢) of size
(M. x M_.) whereM. is the total number of nodal points on the candidate contact suffacehe
matrix components;; (.) is a discrete time function representing the displacement atindde to
an impulse force applied on nogde

At the third step of the contact algorithi¥I{.37), the relative Poisson functidi = N¢ + N’ is
used to compute the normal displacement, at tippevhich should exist in absence of contact

k—1
UL (k) = U (k) + Y N(k — Py (1) (VI1.39)
=0

whereP,, represents the numerical approximation of the unknown contact pressuhe case of
contact, the relative velocity

~r ~r kol

U, (k) =U, (k) + > N(k - 1)P,(1) (V11.40)
=0

is computed using a similar matriX = N® + N°. This velocity is evaluated only on the time
dependent surfacE.(k) which is represented by a saf. of nodal points in contact at tima,.
Finally, to solve the integral equatioW(.36), the relative velocity Poisson matrixis evaluated for
k = 0, and leads, for each tintg, to the linear system

NAP, (k) = —GZ(k) (VI1.41)

whereN”* is the restriction of the matrif(01) to the setA;. The solutionP,, (k) of this linear
system will give the possibility to continue the contact algorithm for tkne k + 1.

8Hered is the Kroeneker symbol
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rod (a): V=1 unit rod (b) initially at rest

—_—

L L

FiG. VII.3. Two identical rods, one initially stationary and the other moving with constant velocityl unit,
contact each other at timte= 0.

4 NUMERICAL EXAMPLES

Two dynamic contact examples are presented in this section. The first one is a collision between
two identical rods. This is a representative example which has been treated, at least, in three ar-
ticles [46, 50, 38]. In this case, an analytical Poisson function is available and used to test the contact
algorithm. A comparison is made between analytical and numerical results . The second example
deal with a three-dimensional contact between two disk-shaped elastic bodies that exhibits nonlinear
characteristics.

4.1 Impact between identical rods

Two identical rods, one initially stationary and the other moving with constant velocity1
unit, come into contact at time= 0 (see Fig. VII.3). The material and geometric properties for
each rod are

— densityp = 1 unit,

— cross-sectional ared = 1 unit,

— length L = 10 unit,

— Young's modulusE’ = 1 unit

— Poisson’s ratio = 0

Analytical results

For a rod of length., the analytical Neumann Poisson function giving the displacement at point
x € [0, L] that follow an impact at = 0 andt = 0 is

“+oo
1 x —2kL x+2kL
N(O,z;t) = — |Y(t — — Y(t Y(t—
O,38) = 0 (Y= D)4 Y+ =220 4 Y (0= =)
wherec = ET;“ is the wave velocity in the rod (see Re2J). In this casec = 1 unit. A time

discretization of this analytical Poisson function and its time derivative, represented WiIFi),
are used in the contact algorithm with a sample rate sfidz. The displacements, velocities and
contact pressure, plot in Fig¥ll.5(i) and VI1.5(ii), fit the plots found in Taylor and Papadopou-
los [50].

Numerical results

The rod is modeled by two-node, one-dimensional, linear elastic elements. A uniform mesh of
100 elements is considered and the sample rate is also 4€0tblz. The two numerical Poisson
functions (displacement and velocity), plot in Figdl.4 (i) and VII.4(iii), differ essentially from
analytical ones (FigV1l.4(i)) since they are computed using normal-mode expan&itir2g) with
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(i) Analytical Poisson function (i) Numerical (iif) zoom (numerical)
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FiG. VIL.4. (i) Time discretization of the analytical Poisson functions valid for rod (a) or (b). (ii) Numerical
Poisson functions computed using normal-mode expansion and zoomed in subfigure (jii).

TAB. . Material and geometric characteristics for the three-dimensional numerical example

Elastic disks
Density p=11.310° Kg.m3
Young’s modulus E =10.410° Pa
Poisson’s ratio v =0.37
Dimensions Rouwt = 0.05m
Thickness e=510"3m
Initial gap h=0.0lm

Initial velocities (diskl) Vo =1m.s ' and6 m.s*

a number of modes restricted to the number of elements in the rod (i.e. 100). This truncation, in the
infinite modal series, produces oscillations where accurate dicontinuities should exist (attifme
t =20s,t =40s etc).

These numerical Poisson functions are used in the contact algorithm and the results are ploted
in Fig. VIL5(iii) and zoomed in FigVIl.5(iv). The Velocity artefacts are linked to the modal trun-
cation. It is then clear that the errors seen in the numerical solution are correlated to the numerical
approximations of the Poisson functions independently of the contact algorithm.

4.2 Three-dimensional numerical example

For curved contact surfaces, the unilateral behavior on the boundaries may have a substantial in-
fluence on the response of the structures : the structural systems, even in cases of linear elasticity and
small deformations, exhibits nonlinear characteristics. A collision between two elastic disks is consi-
dered here as an illustration of such a phenomenon. An elastic disk, subjected to gravity, is dropped
with two different initial velocities ¥, = 1 m.s™* and6 m.s!) on an other disk clamped on its
edges (see fig¢ll.6). For each initial velocity, the contact algorithm uses the material and geometric
characteristics given in tableto predict the temporal evolution of the two bodies by computing the
distributed contact pressure. The figux#s7 andVII.8 help to see the spatial pressure distribution
on the contact surface. The nodes on the candidate contact surface of the ring are numbeted from
to 17 according to FigVIl.6. The contact surface extends itself for increasing impact velocity and
provides a different behavior of the solids.
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Contact algorithm using analytical Poisson functions
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FiG. VIL.5. Impact of identical rods. Subfigure (i) : contact algorithm predictions using analytical Poisson

functions. Displacements, velocities and contact pressure at contact point of rod (a) (solid line) and rod (b)

(dotted line). (ii) Firstl00 millisecond of interaction. In this model, the contact pressurés postulated to be a

succession of impulse forces. (iii) Impact modeled by finite element method using numerical Poisson functions.

The wave reflection at time= 20s andt = 40s creates artifacts in the velocities. (iv) Fifsi0 millisecond of
interaction. A small penetration is observed in the displacement curves.
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{ Vo

| Gravity

FiG. VII.6. An elastic disk is dropped on an other one clamped on its lowered hemisphere edges. The candidate
contact nodes are numbered frarto 17.

5 DISCUSSION AND CONCLUSION

This work state a well-posed contact problem by taking into account the balance laws postulated

in continuum mechanics. As a consequence in addition to the classical static contact condition, a
dynamic condition, already postulated by Taylé0] and Laursen 38], has been obtainefiom

the fundamental physical principles and expresses the way the energy is dissipated during contact.
This result contribute to a better basic understanding of contact constraints in the dynamic context. In
addition, this condition, used here in a frictionless context, is still true for frictional contact problems.
The perspective of this work is to extend this study to dynamical contacts with friction where both
tangential and normal tractions have to be determined. To our knowledge this problem is still open.

As mention by Talaslidis and Panagiotopould8][ due to unilateral constraints, the estimation

of the eigenvalue and eigenvector of the overall system is not possible. Nevertheless, in the present
article and within the infinitesimal deformation theory, semi-analytical Green (or Poisson) functions
are computed using individual mode expansion for each body. The treatment of wave propagation
in the solids is then disconnected from the contact problem by itself and the reciprocal formulation
is used in numerical computations reducing the number of unknown and giving a stable solution.
As the first numerical example shows, the prediction capacity of the contact algorithm is restricted
to the numerical quality of the Poisson function. Since this function is pre-processed, the computa-
tional time to solve the contact algorithm remain constant for any desired degree of approximation.
Dissipative Green and Poisson functions arising from visco-elastic unconstrained problem are also
considered in the contact algorithm. The result is a dissipative system with a dissipative-less contact.

The possibility to predict, with a reasonable computing time, the sound produced by the interac-
tion of two elastic bodies irrespective of the material constitution and geometry constitute the major
interest of this study. These accurate distributed contact simulations can also be used to derive the
parameters of point-like non-linear phenomenological models usually used in sound synthesis.
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FiG. VIL.7. Nine snapshops of a collision between two disks and contact force (in mPa) excerted on the contact
surface for an initial velocity ¥, = 1 m.s . The contact surface is localized around the central rfoded
involves exceptionally the nodeand symetricl0. The ninth node stay in contact.
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VII.5 Discussion and conclusion
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FiG. VII.8. Nine snapshops of a collision between two disks and contact force (in mPa) exerted on the contact
surface for an initial velocity Vo, = 6 m.s~*. When the contact surface extends itself beyond the 8daed
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FiG. VII.9. Trajectory and velocity of a rigid body dropped on a rigid foundation for two different interaction
forces. Case (a) : energy is conserved. Case (b) : the kinetic energy is lost at the first contact.

6 APPENDIX

6.1 ENERGY DISSIPATION DURING CONTACT

Let us take the simple example of a rigid body, of massdropped from altitudé: on a rigid
foundation. In absence of strain, the variational formulatidfil.{3) is reduced to

find (u, o,,) such that
mi-v=P-v+o,- v, Vv (VIl.42a)
(pn — o) up >0 Vp, <0 (VI1.42b)

where P = myg is the weight of the solid and the gravity constant. Figuréll.9 represents two
possible configurations (trajectory, velocity) corresponding to two types of interaction between the
body and the foundation.

case (a) The interaction force is an impulse force acting at time ¢. of magnitude2mu,
2h

on(t) = 2muede,, vo=—+/2gh, t.= ?

whereuy is the velocity just before the impact tinie= t. and§ the Dirac distribution. No
dissipation occurs in this case.
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case (b) The interaction force is also an impulse force but its magnitude is half the one of the first
case. After time_, the interaction force remains constant and represents the weight of the body

on(t) =mugdy, — Y (t —t.)P.

HereY is the Heaviside function. The kinetic energy is completely lost at the first contact, and
then, the energy is dissipated.

In both cases, the momentum conservation, stated by the variational formuMtict®4), is sa-
tisfied in the sense of distributions. Moreover, since the prodyaet, is always null, the formu-
lation (VI1.42b) is also checked (note that, the unit vector is directed, as it must be, toward the
foundation). In fact, an infinity of solutions exists between these two configurations depending on
the way the energy is dissipated during impacts.

7 QUELQUES REMARQUES SUPPLEMENTAIRES

Pour clore ce chapitre quelques précisions s'imposent. Tout d’abord I'hypothése des petits dé-
placements est quelque peu transgressée concernant I'exemple numérique tridimensionnel de la sec-
tion 4.2 En effet, les déformations sont telles qu'il n'est pas vraiment Iégitime d'utiliser une for-
mulation linéaire du probléme (en particulier, les surfaces de cohifaet '’ ne peuvent plus étre
raisonnablement considérées comme paralléles). Les caractéristiques des matériaux diedattable
été choisies de maniére a forcer le trait. Dans le cadre de I'élastodynamique linéaire, les déformations
sont si faibles qu'il aurait été impossible d'obtenir une représentation graphique parlante a I'échelle
unité.

D’autre part, il a été annoncé dans I'introduction de ce chapitre que la méthode employée permet
de réduire le temps de calcul. Il convient de préciser cette affirmation en disant que le temps de calcul
est en fait divisé en deux : le temps nécessaire au calcul des noyaux de Poisson et le temps consacré
a l'algorithme de contact. Par rapport a une méthode classique par différences finies, I'algorithme de
contact proposeé ne porte pas sur I'ensemble des degrés de liberté du systéme mais sur un nombre
réduit concernant uniqguement les surfaces de contact ; la propagation dans les solides étant déja prise
en compte par le formalisme du noyau de Poisson. En revanche, on ne connait pas I'état du systeme,
a chaque pas de temps, en dehors de la zone de contact. C’est donc la que I'économie, en terme de
temps de calcul, est réalisée.

Il va sans dire que cette économie devient intéressante a partir d'un certain nombre de degrés
de liberté. Pour un “petit” systéme, la segmentation des calculs est inutile. Quelle est donc cette
limite ? Il est raisonnable de penser que cette limite est fonction du nombre de modes utilisés dans la
synthése et du nombre total de degrés de liberté du systéme. En effet, dans la pratique la convolution
du noyau de Poisson avec la pression de contact, qui permet d’obtenir le déplacement et la vitesse
sur 'ensemble des noeuds de la surface de contact, est réalisée par un banc de filtres d’ordre deux.
L'état des surfaces de contact (déplacement-vitesse) est obtenue, a chaque pas d’échantilonnage, par
I'addition des déplacements et vitesses modales comme l'illustre la fithut®. Il est donc possible
d’estimeP, pour chaque pas d’échantillonnagde nombre d’opération machine qu'il est nécessaire
d’effectuer. Le schéma récursif d’'un oscillateur d’ordre deux pour le mgsteumis a une pression
P, est le suivant

(VI1.43)

Up = QiUn—1 + Bitn—2 + 6; Pp1
ﬂn = aéun—l + ﬁgan—Q + 51/‘Pn—1 + PYQPU’

9Le temps de calcul de la pression de contact est essentiellement le méme que I'on utilise cette méthode modale ou la
méthode des différences finies. Il n’est donc pas inclu dans ces estimations comparatives.
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Niéme mode filtre récursif
- d’ordre 2

2éme mode filtre récursif J
—_— d'ord
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S — d’ordre 2

FiG. VII.10. Synthese modaldans la pratique la convolution du noyau de Poisson avec les sources est réalisée
par un banc de filtres récursifs. A chaque filtre est associé un mode de vibration.

ol les constantes;, o, 3; . ..sont fonctiok? de la pulsation du mode considéré et de la fréquence
d’échantillonnage (il convient de rappeller qu'il s’agit 1a, a I'approximation spatiale prés, d’'une so-
lution temporelle exacte et qu'il n’est pas nécessaire d'utiliser un schéma d’ordre plus élevé). Pour
calculer le déplacement et la vitesse en présence de pression de contact, il faut donc compter une di-
zaine d’'opérations machine par mode et par noeud de la surface de contact. Ce qui permet d'évaluer
le temps de calcul par échantillon a

T, ~ 10N, Nr, x Top,

ou N,,, Nr, sont respectivement le nombre de modes et le nombre de noeud sur la surface de
contact. Le temp9,, est le temps nécessaire pour effectuer une opération élémentaire (addition
ou multiplication). Il faut comparer cette estimation a un calcul par différences fini€g,piest

le nombre total de degrés de liberté du systéme et que le schéma d'intégration numeérique est aussi
d’ordre deux, on peut estimer le temps de calcul par échantillon a

Té ~ 10Nddl X Top.
La méthode utilisée ici devient donc intéressante a partir de
Naar 2 Ny Nr, .

Ce qui fixe la limite &V,4; ~ 2000 pour un systéeme dont la surface de contact com@irteeuds

et pour lequel une centaine de modes a été utilisé. Ce qui revient a dire, dans ce cas, que la méthode
modale est économique pour des solides comportant ensfomoeuds dans leur maillage tridi-
mensionnels respectif. A partir de cette limite le temps de calcul reste cdhgtaigque qu'il ne

dépend pas du nhombre de degrés de liberté f6ia.

10Eventuellement fonction aussi d’un coefficient d’amortissement modal.
11Le temps de calcul restant est absorbé dans le calcul des noyaux de Poisson.
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Pour résumer, la représentation intégrale par noyau de Poisson devient plus économique a partir
du moment ou le temps de calcul de I'état du systéme (déplacement-vitesse) nécessaire a la résolution
d'un probléme est inférieur au temps de calcul requis par la méthode des différences finies. Dans le
cas d’'un probleme de contact, I'état du systeme est complétement déterminé par I'état de la surface
d’interaction. Une économie est donc réalisée en ne calculant que I'évolution temporelle de cette
partie du systenié. Le nombre de degrés de liberté complémentaires (i.e en dehors de la surface
de contact) peut alors augmenter sans affecter le temps de calcul de I'algorithme de contact. En
revanche, cette méthode nécessite un pré-calcul de la solution élémentaire propre a chaque domaine
considéré.

A titre indicatif, I'algorithme de contact appliqué a I'exemple de la secidha été relancé
pour calculer une seconde d’interaction. Le maillage de I'anneau compéztaoeuds soit76
degrés de liberté (264 ddl pour I'autre solide). Compte tenu des caractéristiques du matériau avec le
maillage proposé (cube decm de coté), il est possible d’analyser le systéme jusqu’a une fréquence
f. = 1000 Hertz. La fréquence d’échantillonnage vgut= 2 x f., soitAt = 5.10~* s. Seuls les
modes propres de fréquence propre inférieufg sont retenus98 modes pour I'anneau 66 pour
I'autre solide). La surface de contact compdiaoeuds de contact. Le Noyau de Poisson est calculé
en moins d’'une seconde pour chaque solide. Le temps de calcul pour une seconde de synthése est
de 71 s sur une machine ordinaire (400 MHertz) avec un programme écritatlab sans soucis
d’optimisation.

12Ce qui est impossible en utilisant la méthode des différences finies.
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Modalysest un logiciel de lutherie virtuelle et de synthése sonore. Son idéal est de pouvoir
prédire le son de n'importe quel type d’instrument quelles que soient sa forme et sa constitution
matérielle. Cette exigence fixe un cadre de travail pour le concepteur d’un tel programme. Il ne doit
pas seulement s’intéresser a un type d’'instrument, le décrire puis prévoir son comportement, mais
bien faire la part entre ce qu’il y a de commun a tout systéme producteur de son et ce qui peut étre
traité en tant que paramétre. Il doit aussi prendre en compte les contraintes musicales. Les processus
de synthése doivent étre les plus courts possible de maniéere a réduire le laps de temps entre la pensée
musicale et réalisation sonore effective. Et, ce souci d’efficacité ne doit pas se faire au détriment de
la qualité.

Il est évidemment difficile d’apréhender dans une théorie unificatrice tous les systémes produc-
teurs de son. Il existe néanmoins des principes qui s’appliquent, en toute généralité, a des systéemes
physiques de géométries et de constitution quelconques comme le montre le premier chapitre consa-
cré a la mécanique des milieux continus. Cependant, ces principes sont insuffisants pour permettre
une prévision de tous les phénoménes acoustiques et il faut, tot ou tard, tenir compte de la nature
physique du milieu étudié. Le cadre d’étude, le plus général qui soit, se doit donc de particulariser
le milieu physique envisagé. Ne pouvant considérer tous les milieux de nature différente, nous avons
choisi de nous intéresser a I'acoustique des milieux visco-élastiques en laissant de coté les milieux
fluides ou gazeux.

Dans ce cadre, nous n'avons pris en compte qu’une loi de comportement linéaire de maniére
a concentrer nos efforts sur les problémes aux limites qui sont déterminant dans les processus de
résonance. Ainsi un systéme physique complexe est décrit par 'assemblage de solides couplés les
uns aux autres et dont les interactions sont décrites par des conditions aux limites imposées a leur
frontiere.

Dans ces conditions, le comportement dynamique d'un de ces solides est régit par un ensemble
d’équations qu’il est commode de présenter sous la forme d’'une équation variationnelle. A ce titre,
nous montrons les rapports qui existent entre les équations du mouvement et le principe d’optimisa-
tion de la fonctionnelle de Hamilton.

La solution mathématique de cette équation variationnelle est proposée sous la forme d'une so-
lution intégrale ou figurent explicitement les conditions aux limites et differe quelque peu de la
représentation intégrale traditionnelle utilisant la solution élémentaire de I'espace infini. Cette opé-
ration est rendue possible par 'introduction du noyau de Poisson vérifiant des condition aux limites
bien précises sur la surface de I'objet considéré. Maints efforts ont été consentis dans la définition
de cette solution élémentaire de maniére a resoudre les paradoxes apparents qui se dressaient alors.
Au terme de ce travail, le noyau de Poisson se révéle étre un opérateur d’admittance ou d'impédance
bien utile pour traiter les intéractions entre solides.

Il nous semble que I'introduction du noyau de Poisson est une réponse aux exigences de généra-
lité et de rapidité d'un logiciel de synthése sonore par modélisation physique. Son utilisation, dans
les calculs, sépare la phase de conception de l'instrument de la synthése sonore proprement dite.
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La conception et la fabrication de I'instrument synthétique, comme l'instrument réel, demande du
temps. Une fois réalisé et aussi complexe soit-il, I'instrument virtuel peut produire un son de qua-
lité rapidement (voire en temps réel, avec la puissance des machines actuelles, lorsque le calcul est
réalisé avec quelques dizaines de modes et quelques points de couplage).

Ce travail théorique est a I'origine d'un code de calcul numérique. D’abord écrit au laboratoire,

il fait I'objet d’'un développement informatique qui sera livré au public du forum de I'lrcam courant
2003. Au terme de ce travail de thése, I'utilisateur de ce code informatique peut concevoir des objets
sonores de formes arbitraires constitués de matériaux divers. Il peut aussi, avant de faire vibrer cet
objet, lui faire subir de grandes déformations qui modifieront ces propriétés vibratoires. Enfin il peut
coupler ces objets, soit par des assemblages permanents, soit par contact unilateral sans frottement.

Ces nouveaux objets et nouvelles possibilités viennent s’ajouter naturellement aux fonctionnali-
tés du logicieModalys Cependant ce logiciel a été concu sans qu'il puisse étre possible de modifier
les données au cours du calcul. Le logiciel lis un fichier d'intructions puis exécute le calcul. De
récents progrés en terme de temps calcul mettent aujourd’hui a I'ordre du jour la modification du
programme pour le rendre interactif. Evidemment le travail est loin d’étre achevé et de nombreuses
autres perspectives s'imposent.

La synthése des instruments, telle qu’elle est envisagée, ne prend pas en compte les effets du
rayonnement. Le son synthétique correspond a la valeur d’'un champ (déplacement, vitesse ou force)
prédite a la surface des objets (voire a I'intérieur). Or, il est bien connu, que le son rayonné a distance
d’'un objet correspond, non seulement au rayonnement de chaque point de sa surface, mais aussi a
I'interaction de cette surface avec le fluide environnant. Selon notre formalisme modulaire, il serait
possible d’envisager ce probléme par I'interaction de deux objets : le solide et le fluide. Cela néces-
siterait de prédire le couplage mécano-acoustique sur I'ensemble de la surface du solide en resolvant
une équation intégrale & chaque pas d'échantillonnage temporel. Cette méthode est donc trés cod-
teuse. Il est préférable de concevoir le systeme solide-fluide comme un tout et de calculer le noyau
de Poisson correspondant. C'est un calcul long mais effectué seulement une fois.

Le calcul du champ de pression rayonné par une plaque rectangulaire (encastrée, appuyée ou
libre), composée d’'un matériau élastique ou viscoélastique au contact d’air, en réponse a un impact
élastique ou a une impulsion de Dirac a été étudié par Mattei et HabdlIDu fait de la géométrie
particuliére du probléme, ils utilisent le noyau de Green du probleme de Neumann pour le demi-
espace dans les équations de couplage. Dans le cas d'une structure couplée a un fluide Iéger, les
techniques de perturbation conduisent a une approximation du noyau de Poisson global.

A travers cet exemple, nous voyons que la démarche proposée est tout a fait envisageable. Pour
des configurations géométriques plus complexes, il est nécessaire d’employer la méthode numérique
des éléments de frontiere décrite au chadifreCette méthode comporte néanmoins des eccueils
pratiques liés aux probléemes de convergence dans le domaine temporel ou de fréquences fictives
dans le domaine fréquentidT] et doit faire I'objet d'un travail rigoureux.

Ceci constitue une des perspectives de cette thése, au méme titre que I'étude du contact unilatéral
avec frottement. A notre connaissance, les modéles les plus évolués calculent les forces tangentielles
de contact en considérant la pression normale de contact comme une donnée du probléme. Or, dans la
réalité, c’est aussi une inconnue gu'il faut déterminer lors de I'interaction. En présence de dissipation
par frottement la condition de contact dans la direction normale, établie au chapigequi fonde
nos résultats, est toujours valable. Il est donc possible d’envisager un travail de recherche qui viserait
a généraliser ces resultats en présence de frottement.

Devant I'ampleur du travail qui reste a effectuer, il est I1égitime de se demander quelles sont
les motivations des recherches portant sur la synthése sonore par modélisation physique. Car pour
obtenir le son d’'un instrument, la méthode la plus directe et la plus riche consiste a jouer d’'un
instrument réel. Alors pourquoi s’obstiner ?

C’est peut étre en soulignant les correspondances qui existent entre les diverses techniques de
synthése sonore qu’un élément de réponse peut émerger. D’'une certaine maniere, tous les forma-
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lismes calculent un noyau de Poisson qui est la carte d’identité sonore d'une structure élémentaire
fixant son comportement dynamique lorsqu’elle est soumise & des actions extérieures. En effet, bien
qu'il soit ici calculé sous la forme d’'une combinaison linéaire de modes de vibration, le noyau de
Poisson existe indépendamment de la théorie modale. Comme nous I'avons vu, cette solution élé-
mentaire dépend du systéme étudié et il est possible de la calculer pour d'autres systéemes que les
solides : pour une masse, pour un tuyau sonore, une salle de concert. .. Sous cet angle, il apparait que
les différents formalismes de synthése sonore, décomposant un systéme complexe en sous-structures
élémentaires et étudiant leurs propriétés acoustiques, ne sont pas si étrangers les uns des autres.
Cette these pourrait apparaitre comme un long et fastidieux procédé déductif qui tire d’'une théo-
rie et de son cortege d'équations un ensemble de prévisions. Elle aimerait pourtant participer, elle
aussi, a une quéte dynamique qui entend épurer les phénomenes pour en extraire une véritable com-
préhension fondée sur ce que Bachelard appelle « un réalisme de seconde position, un réalisme en
réaction contre la réalité usuelle, en polémique contre I'immédiat. . . la véritable pensée scientifique
est métaphysiquement inductive ; elle lit le complexe dans le simple, elle dit la loi a propos du fait,
la regle a propos de I'exemple. .. renforce ce qui transparait derriére ce qui apparait ».
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Problemes d’'optimisation sous
contraintes

INTRODUCTION

‘objet de I'optimisation est la construction d’algorithmes permettant d’approcher une solution
du probléme de la forme : trouvertel que

ucl, et J(u)= irellgj(v), (A1)

oul est une partie donnée d’'un espace vectctiet 7 : £ — R une fonctionnelle donnée.
Les conditions nécessaires font généralement intervenir la dérivée premiere de la fonctionnelle
J ; C'est le cas de I'équation d’Eulef’(u) = 0 lorsqueld = £, ou des inéquations d’Euler &i est
convexe .J'(u)(v —u) >0, Vv e€U.Lorsque 'ensemblél est de I'une des formes suivantes :
— contraintes égalités
U={velpi(v)=0, 1<i<m}

ou
— contraintes inégalités
U={ves&p(v)<0, 1<i<m}
la résolution du probleme\(1) fait intervenir les dérivées premiéres des fonctipngar I'intermé-
diaire desmultiplicateurs de Lagrangdans le premier cas, ou par I'intermédiaire delations de
Kuhn et Tuckedans le second.
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Remarque La plupart des résultats qui suivent sont établis sur des espaces vectoriels tels

R™, Cette présentation permet de dégager les concepts de I'optimisation qui pourront étre étendus a
des espaces vectoriels plus généraux et en particuliers aux espaces vectoriels de fonctions (champs
acoustiques, champs de déplacement en élasticité ...) utilisés pour résoudre des problemes de la
physique.

1 DERIVEE D’'UNE FONCTIONNELLE

1.1 Définition

Pour minimiser une fonctionnelle sur un ensemble donné, on est souvent amené a tirer parti des
propriétés de sa fonction dérivée. Dans le cas ou la fonctionnelle est définie sur un espace vectoriel de
fonctions, par exemple, la définition de la dérivée nécessite une généralisation de la notion de dérivée
au sens usuel. Soit, donc, un ouv@rtl’'un espace vectorigl et 7 : @ C £ — R une fonctionnelle
dérivable au “point™u, tentons d’évaluer la dérivée d€ (u). Soitv un vecteur quelconque d&
I'ensemble? étant ouvert il existe un intervalle ouvdrcontenan® tel que la fonction

b0l —¢0)=T(u+0v), WeE (A.2)

soit bien définie. L'applicatio est dérivable par rapportta

!/ / d /
[6(0)] = ¢'(0) 75 (u+0v) = T (u+0v).v
et vaut
¢'(0) = J'(u).v (A-3)
pourf = 0. Puisque la dérivée deen0 peut s'écrire
o 2O =6(0) _ Tt 0v) = T ()
6—0 0 0—0 0

on peut évaluer la dérivée de la fonctionnefigoar
Ju+6v)—TJ(u)

J'(u).v= gin%) 5 , Yweé& (A.4)
ou encore dire que sf est dérivable em alors
Ju+0v)=J)+0 (T (u)v+e))), éir% e0)=0, Ywe€& (A5)

1.2 Dérivée d’'une fonctionnelle quadratique

Les fonctionnelles quadratiques jouent un réle important en physique car elles permettent de
représenter I'énergie potentielle d'un systeme. Elles se mettent sous la forme

jzﬂcgﬁj(v):%a(v,v)—f(v)GR (A.6)

Silaformea(.,.) est bilinéaire, symétriqdeet si la fonctionf est linéaire, on peut calculer la dérivée
de 7 selon A.4). On a en effet

Ju+6v) = %a(u—o—@v,u—l—ﬂv) — flu+06v)

- %a(u, u) + fa(u,v) — f(u) — 0F(v)

= J)+0a(u,v)— f(v)]

lcest-a-dire que(u, v) = a(v,u), Yu,veEE
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d'ou d'aprés A.4)
J'(u).v=a(uv)-f(v), VWwe€& (A7)

2 OPTIMISATION SANS CONTRAINTE

On appelle optimisation sans contrainte le probléme : trouvet que
ucé, et J(u) = irelfgj(v), (A.8)

ou € est un espace vectoriel gt: £ — R un fonctionnelle donnée.

2.1 Equation d’Euler
Démonstration

Siu est un minimun de la fonctionnellg sur& alors, quel que soit le vectewre £, le vecteur
u € & doit vérifier :
Ju+6v)>Ju), ek
Ce qui revient a dire, en reprenant la fonctipdéfinie en A.2) que
d(0) > ¢(0), VOeRVveE
et donc que
¢(0) — ¢(0)

. Y] T ¢(9)_¢(0)
0 fim ——F—— =¢(0) = fim ————=<0

ce qui montre, d'apres\;3), que

¢'(0) = J'(uw).v=0
Comme le vecteuy est arbitraire, on en déduit qu& (u) = 0. Cette relation est appelée équation
d’'Euler.

Théoreme

On en déduit que la solutiam du probleme d’optimisation sans contrainéeq) est telle que
J'(u) =0 (A.9)

Fonctionnelle quadratique

Dans le cas d'une fonctionnelle quadratiquelRtr

J:R"—= J(v)= %a(v,v)—f(v) eR

que I'on peut écrire sous la forme
1
TR = J(v) = 5(Av,v) = (£.V)
oU A € A, estune matrice symétrique £t R™ un vecteur donné, la formulé\(7) nous permet
d’écrire
j/(u)'v = (Au7 V) - (fa V)
= (Au—f,v) (A.10)

et donc queJ’(u) = Au — f. Minimiser une fonctionnelle quadratique sRF revient donc a
resoudre le systéme linéaire
Au=f
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3 OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES

3.1 Inéquation d’Euler
convexité d’'un ensemble

Une partiel/ d'un espace vectorief est dit convexe si, toutes les fois qu’elle contient deux
élémentau etv, elle contient le segment fernfié, v] qui les joint. Les vecteurs qui appartiennent au

FiG. A.1. Convexité dansR? Par exemple un sous espace vectoriel est convexe, une boule dans un espace
vectoriel normé est convexe, une intersection quelconque d’ensembles convexes est convexe.

segmentu, v] sont de la former + 6w, 6 € [0, 1] avec
W=V-—u

Sil{ est convexe alors tous les éléments de la foonrmedw, 6 € [0, 1] sont encore darig. Alors, si
u est le minimum relatif de la fonctionnell& sur 'ensemblé{ on a

Ju+6w)—J(u)>0
La dérivabilité de la fonctionnellg enu permet aussi d’écrire que

Ju+0w) — J(u) =0 (T (u)w +€0)), (}i_r)%e(é)):(), Yw e U

Alors le nombre7’(u)w = J'(u)(v — u) est nécesairement positif ou nul, sans quoi la différence
J(u+ 0w) — J(u) serait< 0 pourd > 0 suffisamment petit.

Théoréme

On en déduit donc que la solutiandu probléme d’optimisation avec contrain#.1), sur un
ensemble convex, est telle que

veldetJ (u)(v—u) >0, Ywel (A.11)

Remarque Sil/ est un sous espace vectoriel@ealors quels que soient, v € U, etd € R les
élémenta1 + #v sont encore darig par définition § peut maintenant prendre des valeurs en dehors
de [0, 1] et en particulier des valeurs négatives). Dans ces conditions, la démonstration utilisée a la
section R.1) est valable et permet d’affirmer quewsiest solution du probléme d’optimisatioA.()
alors :

J'(u)v =0, Vv e U sous-espace vectoriel de (A.12)

En particulier, si/ = £ on retrouve la condition nécessaifé(u) = 0
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Opérateur de projection P

L'opérateur de projection permet d'interpréter I'inégalité d’Eul&rll). Pour définir cet opé-
rateur, on considere un sous-ensenibleon vide, convexe, fermé d’'un espace de HillgrEtant
donné un élément quelconquec &, il existe un et un seul élémemw tel que

Pweldet(Pw—w,v—Pw)>0 VYvel (A.13)
et réciproquement, si un élémanteérifie
ueldetlu—w,v—u)>0 Wwel (A.14)

alorsu = Pw. Le vecteuru est la projection sur 'ensemblé de I'élémentw € £. Une interpréta-
tion géométrique des inégalités ci-dessus est donnée par la fig@je (

W2

FIG. A.2. Interprétation géométrique L'angle o formé par les vecteurlsPw — w) et(v — Pw) est inférieur
az.
2

Interprétation de I'inéquation d’Euler  L'inéquation d’Euler est inchangée si on multiplie le
vecteurJ’(u) par un nombre strictement positif> 0 :

pJ ' (u)(v—u)>0, YWweld p>0
Ajoutant et soustrayant le vecteaon obtient une autre formulation de I'inéquation d’Euler
(u—[u—pj'(u)],v—u>20 YWwweld p>0 (A.15)

Identifiant cette inégalité a la relatioA.(L4), il apparait que la solution du probléme d’optimisation
avec contrainteA.1), sur un ensemble convedeest la projection suif du vecteum — p7'(u)

u:P(u—pj’(u)) p>0 (A.16)

Résolution numérique Autrement dit, la solutioru, apparait, pour toyt > 0, comme un point
fixe de I'application

g:vESHP(V—pJI(V))EUCE
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Il est donc naturel de définir une méthode d’approximation, permettant de calgappliquée a la
fonctiong : étant donné un élément, € £, on définit la suitaiy, pourk > 0, par

upyr = g(ug) = P(uk - Pj/(uk))7 k>0

Sous certaines conditions cette méthode, appekhode du gradient avec projection a pas ,fixe
converge vers la solution du probléme de minimisatiarL). D’'un point de vue numérique, cette
méthode nécessite de pouvoir connaitre I'opérateur de projeltgur une partie convexe fermée.

Or, cet opérateur n’est pas connu explicitement en général. Un exception notable est celle des sous-
ensembled/ de& = R™ de la forme[]"_, [a;, b;]. Par exemple si

U=R} ={veR"v >0}

la ieme composante de la projection d’'un élément quelconque de R™ surR"} est(Pw); =
max{w;, 0}, comme l'illustre la figure A.3) dans le cas bi-dimensionnel.

_ 2
U=R2
« = Pw
w’ .
w = Pw
PW” P W/”
7 A
7 |
/ |
/ |
4 I
/ |
/
Vi |
[ ] [ ]
W// W///

FiG. A.3. Opérateur de projection Ici de R? surR?.

Sil{ = R’} estassocié a une fonctionnelle quadratique du type
1
TR = J(v) = S (Av,v) - (£,V)
ou A € A, estune matrice symétrique £t R™ un vecteur donné, la iéme composanfé1 du
vecteuru*+! est calculée a partir de la composanfepar les relations

ub T = max{uf — p(Auf — £);,0}, 1<i<n (A.17)

Convexité d’une fonctionnelle

SoitJ : Q C £ — R une fonctionnelle dérivable sur un ouverid’'un espace vectoriel, et
une partie convexe de. La fonctionnelle7 est convexe sur I'ensemkiési et seulement si

J(v) > J(u) + J'(u)(v—u) (A.18)
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J(u) + T (u)(v —u)

v
© T (u)

FIG. A.4. Fonction convexeUne fonction convexe est située "au-dessus" de son plan tangent.

Linterprétation géométrique est claire sur la figufe4) : la convexité exprime que la fonction
“est située au-dessus” de son plan tangent. Une autre définition de la conve¥it&’'dbtient en
reportant dansA.18) la relation A.5). Elle s’écrit

uveldetde0,1]= JOu+(1—-0)u)<bJ(u)+(1-0)J(v)

Fonctionnelle quadratique

Siu est la solution du probléme d’optimisatioA.{) et si 7 est une fonctionnelle quadratique
du type A.6), la propriété A.7) :

J'(u).v=a(u,v)— f(v)
permet d’écrire I'inéquation d’Euler sous la forme
J')(v—-—u)=au,v—-u)—f(v-u)>0, YWwelu (A.19)
et dans le cas ol est un sous-espace vectoriel
a(u,v) = f(v), Vv €U sous-espace vectoriel de (A.20)

Et réciproquement, ai vérifie (A.19) (ou (A.20) selon le cas), alors c’est la solution du probléme
d’optimisation @A.1).

3.2 Minimisation avec“contraintes égalités”
Multiplicateurs de Lagrange

Interprétation géométrique de la méthode des multiplicateurs de Lagrange Considérons un
probléeme de minimisation d’une fonctiaffi : R? — R avec la contraintep(xq,73) = 0. La
figure (A.5) représente la courbe décrite par la contraip{e;,z2) = 0 dans le planz,,z, et
les courbes de niveau définies pafr,,x2) = cste.

Il est clair que la solution de ce probléme est le point d’intersection de la cqurhexs) = 0
avec la courbe de niveau @g ayant la plus petite valeur. Si, en ce point, les deux courbes sont
continment différentiables, alors elles sont tangentes. Puisque la normalsutes courbes de la
forme f(z1,x2) = cste est porportionnelle au son gradientx V f, les gradient§/ 7 et Vo sont
proportionnels et reliés par

J 4+ X =0

ce qui constitue la condition nécessaire pour que le probléme ait une solution. La constahte
appeléanultiplicateur de Lagrange
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J(z1,x2) = cste

FIG. A.5. Extremum pour un probleme a deux dimensions

Présentation mathématique Considérons un probléme de minimisation d’'une fonctionnélle
Q c £ — R définie sur un ouvert convexe avec“contraintes égalités’de la forme : trouven tel
que
uecl, et J(u)= inf J(v), (A.21)
veu

oul est une partie donnée d’un espace vectcrige la forme
U={vel&pi(v)=0, 1<i<m}

Puisqu’il existem “contraintes”y;, 'espace vectorief est partitionné sous la fornte= & x &
avec

& = {Zviei c Rm}
i=1

Ey = {Z ’UieiERnim}

1=m-+1

e; désignant la base canonique®®. Siu est un extremum relatif de la fonctionnelfe sur I'en-
sembleld, il existe au voisinage da un ouvertO; C &;, un ouvertO, C & et une application
f : 01 — Oq , tels que(ul,ug) €01 x09 CQ,et

(01 X 02) NnNU = {(Vl,Vg) € 01 x 02; \2= f(Vg)}

qui “exprime” la contraintep(vq, ve) = 0. La fonction f, appelée fonction implicite est dérivable
enu, € O, et sa dérivée est obtenue en construisant la fonétien) = ¢(f(v2), v2) qui est nulle.
La dérivéeh’ deh s’exprime par dérivation de fonctions de fonctions sous la forme

0=h'(ve) = d1p(v) f'(va) + Daip(V)

Ce qui permet d'écrire
Dap(v)
!
Vy) = —
P =5 00)
Alors la restrictionG de la fonctionnelle7 a I'ensemble(O; x O2) N U devient une fonctionelle
“d’'une seule variable¥, qui s’écrit

G(va) = T (f(v2),v2)
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et le probleme de minimisatioA(21) se résout par I'équation d’EulefA(9) appliquée & :
G/(ug) =0
Cette dérivée peut s’exprimer sous la forme

Oao(u)
d1p(u)

G'(ug) = 01 J(u) f'(ug) + 02T (u) = =01 (u) + 027 (u)

On a donc, d’'une part

T G o) =0
et puisque
01T (n) = 01J (u) gllg((::))

d’autre part, on obtient la relation

J'(u) + Au)g’(u) =0

_ 017 (u)
81@(11)

en posant\(u) = ou encore

1<i<m

Les \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange. lls expriment I'influence d’une variation de la
“contrainte” sur la valeur que prend la fonctionnelle en son extremum

Théoréme

Siu est la solution du probléme de minimisatighZ1) sur 'ensemble
U={ve&ypi(v)=0, 1<i<m}

en lequel les dérivées, sont linéairement indépendantes, alors existaultiplcateurs de Lagrange
tels que

m

J'(w) + > Ai(u)gi(u) = 0. (A.22)

=1

L'unicité des nombres,; est assuré par I'indépendance linéaire des dérigées

Lagrangien

L'application du précédent théoréme pour résoudre le probléme de minimisatRit) (evient
donc a chercher le coupi@, A) qui minimise le Lagrangien

m

L:(v,p) €EXR™ = L(v,pu) =J(v) + Z,uigoi(v) (A.23)
i=1

dans I'ensembl€ x R™. Ce faisant on est ramené a un probléme de minimisation sans contrainte
décrit en section.
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Fonctionnelle quadratique

Supposons que I'on recherche les extremums relatifs d'une fonctionnelle quadratique

1
TR = J(v) = 5(Av,v) - (£,V)
OUA € A, estune matrice symétriquefee R™ un vecteur donné, par rapport a un ensemble de la
forme
U={veR", Cv=d}

ou C est une matricen x n donnée ed € R™ un vecteur donné : on suppose < n. Alors
une condition nécessaire pour que la fonctionngll@edmette ema € U/ un extremum relatif est
I'existence d’'une solutiofu, \) € R"*™ du systeme linéaire

Au+CA =f ACN(u\ (f
Cu —da_\C o )= \a
3.3 Minimisation avec“contraintes inégalités”

Relations de Kuhn et Tucker

Considérons un probléeme de minimisation d’une fonctionnelle conyex& c £ — R définie
sur un ouvert convexg@ avec“contraintes inégalités”de la forme : trouven € U (ouU est une
partie non vide donnée de I'espace vectaofigtel que

{u ceU, et J(u)=infyey J(v), (A.24)

U={veEE ¢(v)<0, 1<i<m}).

ou les contrainteg; sont SUPpOSEes COnNvexes.

Nous admettrons les relations de Kuhn et Tucker qui stipulent que si la fonctioghelttmet
enu un minimum relatif par rapport a I'ensemtilg alors il existe des nombres, 1 < i < m, tels
que

() + 37 g (a) =0, )
Ai(w) >0, 1<i<m, > N(u)pi(u)=0. '

Et, réciproguement, si il existe des nombiesl < i < m tels que les relations de Kuhn et Tucker
soient veérifiées, alors la fonctionnellé admet enu un minimum relatif par rapport a 'ensemble

U. On peut dire que les relations de Kuhn et Tucker sont aux "contraintes inégalités" ce que les
multiplicateurs de Lagrange sont aux "contraintes égalités". On introduit alors le lagrangien associé
au probléemeA.24) sous la forme

L:(v,p) €EXRY — L(v, ) =T (V) + > pitpi(v) (A.26)
=1

Point selle du Lagrangien

Maximun de G(u) Si les relations de Kuhn et Tucker sont vérifiées pour le coaple\), alors
pour touty > 0 la fonction définie par

G:p€RY = Glp) =T (w) + Y pipi(u) = L, p) = inf L(v, p) (A.27)
=1
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H(v)

]
<

FiG. A.6. Point selleInterprétation géométrique du point selle du Lagrandien

est inférieur ou égale & (u) puisquep;(u) < 0.
OrG(A\) = L(u,\) = J(u) + >0, Xigi(u) = J(u) d’aprés A.25b). On en déduit donc que

G\) = sup G(u) = L(u,\) = sup L(u,p)

pERT peER™

Autrement dit,\ est le maximum relatif (cf. figuré.6), surR’’, de la fonctionG/(y).

Minimum de H(v) Supposons toujours que le couipie A\) vérifie les relations de Kuhn et Tu-
cker, la fonctionH (v) définie par

H:vef&—HWv)=J(V) +Z/\i%(V) = L(v,\) = sup L(v,u)

ueRf

étant une somme de fonctions convexes est convexe. Cette foittion(cf. figure A.6) présente
donc un minimum em tel que

H(u) = ‘1’22 Hv) = Lu\= ‘1,I€1£L(V, A)

Point selle du Lagrangien On a donc démontré que le couple, \), vérifiant les relations de
Kuhn et Tucker, donc solution du problen# 24), vérifie la relation

sup L(u,p) = L(u,\) = 1réf5 L(v, ), (A.28)

uERT

ce qui constitue précisément la définition du point selle du Langrangi@e) L (v, u).
Réciproquement, on montre (REF) que le point selle du Langrarigien) est la solution du
probléme A.24).
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3.4 Méthode de résolution
Probléme primal et dual

Finalement, nous avons établi que la solutionlu probleme A.24) coincide avec le premier
argument du point selle du Lagrangief.26). Si, le second argument, de ce point selle était
connu, c’est a dire si était solution du probléme : trouvartel que

AeRY, G(A) = sup G(p) (A.29)

uGRI

alors, le problemeA.24) aveccontraintesserait remplacé par le probléme saositrainte: trouver
u, tel que
uy €€, H(uy) = inf‘; H(v) (A.30)
ve

On appelle A.29) le probléme dual du probleme prima.@4). De mémey, € R’ est la variable
duale de la variable € U C €£.
Pour résoudre le probléme duél.29) on calcule, selonA.4), la dérivée de la fonctiotr :

G'(m)¢=> Gei(uy)
=1

Puisque la fonctionG admet un maximum en sur 'ensemble convex®™", I'inéquation d’Eu-
ler (A.11) montre qué

(G'N =N, <0 & (plun)|[p—2A), <0, VueRY (A.31)

ou(.|.),, estle produit scalaire dafi§™. Dés lors les relations de Kuhn et Tucker peuvent prendre
la forme

T'(w) + 3, Ai(w)g)(w) =0, (A32)
(p(ur) | —2A),, <0 pour touty € R
La premiére de ces équations, qui correspond & I'annulation de la dérivéévdeenu,, et qui

permettrait de résoudre le problénfe30) est délicate a résoudre puisgu&épend naturellement
deu,. Dans la pratique, on préfére introduire la fonction

m
H,:ve&—H,(v)=J(V)+ ZM%‘(V) = L(v,p)
i=1
et résoudre le problemg, suivant : trouvem,, tel que

u, €€, Hy(u,)= Helfs H,(v) < L(u,p= irelfgL(v,,u) (A.33)

dont la solution uniquey, dépend continiment du paraméire R’}

Si A est une solution du probléme duél29), alors la solutionay du problemeP,, correspondant
est une solution du problema.@4). En effet, puisque est une solution du probléme dual une partie
de la relation A.28) est établie :

G(A\) = L(uy,\) = xi/Iel£TL<v’)\)'

2L e sens de I'inégalite est inversé puisqu’il s’agit d’'un maximum et non d’'un minimum
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Il reste donc a démontrer la relation

sup L(uy,p) = L(uy, A)

HERT

pour établir que le coupleuy, A) est le point selle du Lagrangighet donc queua,, est solution du
probleme A.24). Pour cela, on écrit la relatio(31) sous la forme

lei%’(u/\) < ZM%(UA), Vi e RT.
i=1 i=1
Par suite

Lu,p) = j(ux)+2m%(ux)
< J(w)+ Y Nigi(un) = L(uy, A)

i=1

A

pour touty € R, ce qui est précisement la deuxieme inégalité qu'il fallait démontrer.

Exemple Appliquons le résultat qui précéde dans le caget R™ et lorsqué/ est de la forme
U={veR", Cv-d<0}
ou C est une matricen x n donnée etl € R un vecteur donné : on suppose< n. Dans ce cas
H, s'écrit
H,(v) = J(¥) + (| Cv —d),,

La dérivée de la fonctio,, (v) enu,, est calculée en utilisanf(4), soit en calculant

Hu(uu + GV) = j(uu + QV) + <:U' | (C(uu + 9V)>m - <:u | d>m
T, +6v) + (u|Cup),, + 0 (u[Cv),, — (n]d),,

soit
H,(u, +6v)— H,(0,)  J(u,+6v)—J(u,

Ce qui permet d’écrire toujours selof.§)

H/;(uu)v = j/(uu)v + (i (CV)m , VveR"
Siu,, est la solution du problémg, définie en A.33), alors
H,(u,)v=0 = J'(u,)+Cup=0, VYveR"

p € R, Si, maintenant) est la solution du probleme dua.9) alors I'expression précedente est
évaluée poup = A, soit :

J'(ay)v+ (A|Cv), =0, VveR" (A.34)




142

Fonctionnelle quadratique

Supposons que I'on recherche les extremums relatifs d’une fonctionnelle quadratique définie sur
E=R" )
J:R" = J(v)= §(Av,v) —(f,v)
oU A € A, estune matrice symétriquefee R™ un vecteur donné, par rapport a un ensemble de la

forme
U={veR";, Cv-d<0}

ou C est une matricer x n donnée etl € R™ un vecteur donné : on suppose< n.
Le Lagrangien associé a ce probléeme

1
L(v,p) = 5(Av,v) = (E.v) + (| Cv = d),,
admet un point selléu, \) vérifiant les relations de Kuhn et Tuckek.82) qui s’écrivent, compte

tenu de A.10)

(A.35)

(Au,v) + (A[Cv),, = (f,v), pourtoutv € £ =R"
(Cu—dlp—-2A),, <0 pour touty € R

Méthode de substitution Cette méthode propose de substituer la solution de la premiére équa-
tion (A.35a)
u=Af-CN)

dans la seconde équatioh.85 b) pour donner le probléme suivant ; trouvetel que
AeRY, et BA-F|p—2A),, <0 VueRY

avec
B=-CA™!C', et F=d—-CA™'f

La derniére inéquation a la forme d’une inéquation d’Euler relative a la maximisation de la fonction-
nelle quadratique

TiR™ = J(n) = (B ) — (F, ) € R

sur I'ensemble convex& = R, dont la solution\ peut étre obtenue numériquement par une
méthode de gradient avec projection décrite en se@tibries relationsA.17) donnent dans ce cas

ML — max{ \F + p(BA* — F);,0}, 1<i<m, p>0.

SRemarquons le changement de sigej”eJr p(...) da a la résolution d’'un probléme non plus de minimisation mais de
maximisation.




La discrétisation de la formulation variationnelléZ5) par la méthode des éléments finis méne
a une nouvelle matrice, appelée matrice de raideur géométrique. Cette matrice est issue de la forme
bilinéaire
k‘o-o(u,‘/\/') = / U]Zmul,m'al,kdv (B.l)
Q

Dans la plupart des codes d'élément finis il existe une routine de calcul d’'une matrice de raideur
géomeétrique utilisée pour traiter les problémes de flambage. Cependant, ces routines sont des boites
noires qui n'ont pas donné les résultats escomptés. Nous avons donc préféré calculer nous mémes
cette matrice pour un élément fini particulier : I'élément isoparamétrique C88anmets et a
interpolation linéaire. La matrice de raideur géométrique est d’abord calculée pour un élément. Cette
matrice est issue de la forme bilinéaire

ko(u,v) :/ O fn Ut m V1 AV (B.2)
élément

ou lintégrale porte sur le volume de I'élément. La matrice globale est ensuite assemblée a partir

des matrices élémentaires. Deux types d'interpolation interviennent dans la construction d'un élé-

ment fini : I'interpolation géométrique et I'interpolation des déplacements. Un élément fini est dit

isoparamétrique quand il est fondé sur des interpolations identiques pour sa géométrie et son champ

de déplacement. Connaissant les positionsy;, z;) et les déplacements:;, v;, w;) pour chaque
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Fic. B.1. Elément isoparamétrique CU8Coordonnées physiques et intrinseques. Le pbirde coordonnées
physiques (x,y,z) est rerésenté par un pdifit dans le repére intrinséque de I'élément par ses coordonnées
(r,s,t).

noeud: de I'élément CU8, lest fonctions d’interpolationA; permettent d’interpoler la position
(z,y, ) et le déplacemerit, v, w) d'un point M quelconque de I'élément par les formules

r=>,_,N(rst)z;

interpolation géométrique y = Ele Ai(r, s, t)y;

z= Zle Ai(r,s,t)z;

U= Z§:1 Ai(ry s, t)u;

interpolation des déplacemenrts = Zle Ai(r, s, t)v;

w = Z?:l A’L (T’, S, t)wz
avec la fonction d’interpolation correspondant au noeud
1
Ai(ry s, t) = §(1 +rr;) (14 ss;) (1 + tt;)

(i, 54, t; prenant la valeut=1 selon le noeud considé)é Ces formules peuvent étre écrites sous la
forme matricielle

z = [A'X u=[A]'U

y = [A]'Y v =[A]'V

z = [A]'Z w = [A]'W
1par exemple pour le noedidon ar = 1, s = —1 ett = —1 d’ol

X6 = %(1 +r)(1—s)(1—t)
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avec
X Uy
T2 U2
[A}t:[Al,AQ,...,A8}7 et X = i s U= . (83)
s us

Le changement de coordonnées de I'espace physique vers I'espace intrinseque de I'élément permet
d’exprimer plus simplement les calculs d’intégrales intervenant dans la forme linBa®e En

effet, dans cette forme bilinéaire interviennent des dérivées spatiales des champs de déplacement.
L'utilisation de la matrice jacobienng permet de relier les dérivées dans les deux systemes de
coordonnées

5 %
ar
o =] i
v pl
ot 0z
Soit encore si le jacobien n’est pas singulier
2 e AT,
g—'; =J7M | =7 [A]; U
u u
9= ot [A],
Finalement, on obtient
ou [ (A ]
g ML, 0o
oy ¥
o AT, t
o 7' 0 0 [A]f U
5 =10 J' o0 0 [A] 0 \Y%
(% o o J! (AT, A
w ’ ——
5} J—1t [A]?s Q
o 0 0 (AT,
a2 [ (AT, ]
L

Aprés gquelques manipulations matricielles, il est possible de mettre la forme bilingé&yedgus la
forme

kSo(u,v) :/ QLY T N2 T 'LQdv
élément

ol la matrice(9 x 9) %, est fonction du tensetide précontrainte;

go 0 0
Eo = 0 g0 0
0 0 oo

Ce qui permet d’écrire la matrice de raideur géométrique élémentaire pour I'élément isoparamétrique
cus

K¢, :/ LY(T 18T L dv (B.4)

lément

2Le tenseurry est écrit sous la forme d’une matric® x 3).
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Cette intégration est réalisée par la méthode des points de Gauss sur I'élément cubique en coordon-
nées intrinséques

K¢, = / LT N80T 'L det Jdrdsdt (B.5)
h

o°
exaédre




Noyau de Poisson
unidimensionnel

1 BARRE SEMI-INFINIE

Considérons une barre semi-infinie occupant I'esg&€e= [0, +oo| initialement au repos et
soumise a une force impulsiEt) en son extrémité = 0 au tempst = 0. Le probléme est le
suivant

1 0°P 0?P EA 5
02 6t2 W = Dlp =4V, 7 =cC (Cl)
Avec les conditions initiales suivantes
. oP
Py(z) = P(z,0) =0, Py(z)= E(x,O) =0 (C.2)
Et les conditions aux limites spatiales
oP
FA— = — _ _
o o(t) enz =0 (C.3a)
Condition de Sommerfeld pour — +oo (C.3b)

Le moins dans la conditiorC(3b) vient de la projection sur la normale sortante a la barre —e,
de la forced(t)e,. Une transformée de Laplace est appliquée a ces équations. La transformée de
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P(z,t) est
“+o0
P(z,s) = L(P) = P(z,t)e *dt
0
On note les propriétés suivantes
(82P) _ 0*P
0x2’ 02
o%p _ .
(W) = §°P — sPy(x) — Py(x)
Compte tenu de la nullité des conditions initiales, le systeme d’équations devient
P s _
— - —=P= dansR* C.4a
oxr? 2 0 ( )
P
EAa— =-1 enz =0 (C.4b)
or
Condition de Sommerfeld pour — +oo (C.4c)

La solution générale dé&(49 est
P(z,s) = aete® 4 be™®

La condition de Sommerfeld impoge= 0 et la condition a la limite €.4b permet de calculeb
pour donner

_ 1 e~ 2%
P(z,s) = = (C.5)
pc s
Par transformée inverse il vient )
X
Pz, t)= —Y(t — = C.6
(o,) = V(=) (c.6)

Ce noyau de Poisson représente le déplacement dans la barre a la postitortemps par unité de

x/c

FiG. C.1.Noyau de Poisson d’'une barre semi-infiniéNoyau de Poisson du probléeme de Neumann pour une
barre semi-infinie. La zone d'influence de 'onde est la zone hachurée de I'espacefiemps

force surfacique appliquée en= 0 at = 0. Pour les autres instants la condition a la limite spatiale

enz = 0 est une condition de Neumann homogeéne. Cette fonction est donc le noyau de Poisson du

probléeme de Neumann. Vérifions les propriétés de ce noyau de Poisson. La dérivée spatiale donne
o°P  FEA-1 x x
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et la condition C.39 est bien vérifiée. La dérivée temporelle est

oP 1 T
i i(t—=) (C.7)

pe c

Le déplacement de la barre pour une fofdg) appliqguée en: = 0 a partir du tempg = 0 est
alors donnée par la convolution

u(z,t) = P(x,t)* F(t)
1o
= — F(r)dr
PC Jo
Pour la vitesse, cela donne
w(z,t) = P(x,t)*F(t)
1
A
pc c

% — BA(P(a,t) « F(1))
- gi;(:c,t)*F(t)
_ _p%Cs(t—E)*F(t)
— _p%F(t—%)

1.1 Conservation de I'energie

L'énergie cinétique et I'énergie de déformation par unité de surface s'écrivent

1t I ou 4
E.(t) = 5/0 pudr, WI(t)= 5/0 EA(a) dx
Ce qui donne pour I'énergie cinétique
1 [+t 1 T
E.(t) = = — F%(t—=)d
0 = 3] P
_ 1/tF2( )d
= 2pc J, T)dT

Ce qui permet d'écrire
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or on a, d'apres le calcul de la vitesse ci-dessus; en0

0.4 = L
(0,0 = - F(1)

d’ou
d

7 (Ee+ W) =a(0,)F(¢) (C.8)

Ce qui est I'équation de conservation de I'énergie appliquée a la barre semi-infinie. On a aussi

d . i0,1)

B = == F(t)
et

d a0, 1)

ZW() = =5=F (1)

2 BARRE LIBRE-LIBRE DE LONGUEUR FINIE

Considérons une barre de longudur_es équations vérifiées par le noyau de Poisson sont

10°P O*P

2or 92 0,P=0 pourz €]0, L] (C.9a)

EAa—P = —0(t) enz =0 (C.9b)
ox

EAa—P =0 enx =1L (C.9¢)
ox

Py(z) = P(x,0) =0, Py(z)= %—]j(x, 0)=0 conditions initiales nulles ~ (C.9d)

Vérifions que le noyau de Poisson s’écrit (Cf. figre)

1 . x—2kL x+2kL
Plx,t) = — |Y(t — — Y (¢t Y(t— C.10
(@0) = oo Y= D)+ Y (4 =) + ¥ >] (C.10)
Ses dérivées spatiales et temporelles sont
oP 1 . R @ —2kL z+2kL
— = — |-t —-= ot —0(t—
o pCQ[ I >]
oP 1 . X z—2kL z +2kL
5 m[é(t—c)+k§_15(t+ . )+ 0(t — p )]
onabienen: =0
oP EA = 2kL 2kL
FA— = —/ |-4(t Eét———é - —
Ox pc? (&) + — ( c )= c )]




151

oI
ofgf o
.

FiG. C.2.Noyau de Poisson d’'un barre de longueutZ Noyau de Poissoi (0, ¢) d’une barre libre-libre de
longueurL au pointz = 0

enz =1L
oP EA L. 2k — 1)L 2% + 1)L
BAG: = 2 5(tc)+kz_:15(t(c))5(t(c))
o0 400
(R RN S L DR S e
k=2 k=1
+o0
- _5(t_*)+5(t——)+26(t—(thl) - _(2/-;421)L)
k=1
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Oscillations amorties des
systemes a n degrés de liberté

n présence d’amortissement, les valeurs propyest les vecteurs propre®; ne sont plus
E réels mais complexesuf et ®, prennent des valeurs dag}. La partie imagimaire de la
pulsation représente I'amortissement du mode correspondant. Dans la plupart des cas, les équations
du mouvement sont projetées sur la base modale des modes propres hon amortis. En toute rigueur
méme pour de petits amortissements, le systeme n’est pas diagonalisable sur cette base et une erreur
est commise en adoptant cette méthode. Or, il est tout a fait possible de calculer les modes propres
complexes et de projeter les équations sur cette base. C’est I'objet de cette annexe.

1 EQUATIONS D'UN SYSTEME AMORTI

En supposant que les matrices de raideur et d’amortissement sont indépendantes de la fréquence
(hypothése des basses fréquences) et en pesantiw, I'équation du mouvement d’'un systeme
amorti peut se mettre sous la forme

(K +sD+ 52M)U = F(s) (D.1)

Ce qui peut s’écrire a l'aide de la représentation par le vecteur d'état

X(s) = ( 8%(55)) ) (D.2)

%y

§

23
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sous la forme
5 Sl [ 5  xe= (7))

[ A+sB | X(s) =Q(s) (D.4)

soit encore

2 CAS HOMOGENE, SYSTEME AUX VALEURS PROPRES

2.1 Définitions

Si ®,, est un vecteur propre du system2.4), associé a la valeur proprg, alors il vérifie
I'équation suivante
[A+s:B |©, =0 (D.5)

En adoptant la notation matricielle, |88V vecteurs propres sont regroupés dans la maice
dimensior2N x 2N .,
@:(@1 @2 @QN)

les valeurs propres associées sont regroupées dans la matrice diggjaraigimensio2N x 2N.
La matrice® de dimensionV x 2N est aussi introduite

= (P P ... Poy)
ou les®;, sont les vecteurs propres associés au systBnig gu'il faut exprimer. Chaqué, vérifie
(K + 5D+ sim) &, =0 (D.6)

Il existe 2V vecteurs de ce type. Les valeurs propsgssont les mémes que celles associées au
systemeD.5). La matrice® est telle que

5= ( 5y ) ®D

2.2 Relations d’orthogonalité des modes
Représentation par vecteur d’'état

Si®; et®; sont deux vecteurs propres d2.%) associés respectivement aux valeurs propres
ets;, on montre, les relations suivantes

©'BO; = &b (D.8)
o -
A b7

Sous forme matricielle, les relations d’orthogonal®ég) se mettent sous la forme
7t J— ' ' 0
©[A+sB|O= bi(s — s;) (D.9)
0 .

PuisqueA et B sont réelles , on montre aussi qug @i, s;) est une solution propre d®(5) alors
son complexe conjugu@®;, s;), tel que®; = O7 ets; = s, est aussi solution propre.
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Représentation traditionnelle En reportant.2) dans D.8) et en tenant compte de la forme de
A et deB en fonction deK, D et M, les relations d’orthogonalité vérifiées par les vectairs

@;Ki’i - sisj(P;MQi = 0ia, (D.10)
DIDD; + (s; +5;)PMP; = ;b
sont obtenues. Soit, sous forme matricielle
3'KD — [s]3 MI|s] [a] (D.11)
3D + & MI[s] + [s|]d M = [b]
Considérons le cas o®; et &; sont complexes conjugués. Dans ce gas= s;. En écrivant la
valeur propres; sous la forme traditionnelle

si = twi /1 = (2 —wiG; (D.12)

etenremplacar®; = ©; ets; = s; dans D.10), il vient

3D, d;
2 )= =—— = 2w D.13
R@(Sz) éq*tM(I)z m; wtCL ( )
PHKP; ki

3 RESOLUTION DANS LE CAS NON HOMOGENE

3.1 Représentation par vecteur d’état

La solution du systéemeD(4) est recherchée sous forme de combinaison linéaire de modes

propres®;
2N

X(s) = qu(s)Ok = Oq(s) (D.15)

k=1
Dans ces conditions, I'équatioB @) prémultipliée pa@t donne
©' [ A+sB |Oq(s) = 0'Q(s)
dont la solution est .,
q(s) =R71(5)0 Q(s) (D.16)
avec

Le report deD.16) dans D.15) permet d’obtenir la solution du probleme, dans la représentation par
vecteur d'état,

X(s) = Oq(s) = OR1(5)8'Q(s) (D.17)
on en déduit donc d’apreb(4) que
[A+sB ] = BR ()8

2N

t
S _610}, (D.18)
el bk<5 — Sk-)
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4 MATRICE DE GREEN NUMERIQUE

D’aprés le chapitréV la matrice de Green correspond a l'inverse de la mafice sD + s2M.
Pour calculer cet inverse on remarque, d'une part, que I'on peut exprimer le dépladd(sert
partir du vecteur d'étaX (s)

U(S) = [ ]INN ONN }X(S)

et d’autre part, que par définition

Q) = | o | ¥

Onn
En remplacant dan$(17), on a donc

U(s)=[ Iny Ony ][ A+sB ] { ](IJZZ }F(s)

et d’'apresD.1), on en déduit, en faisant= iw, que

(]K—i—z'w]D)—u}2M)71 = []INN ONN][A+Z'WB]_1|:(I;%]J\\[[:|

_ =m—1/: a5t | INN
= [ HNN ONN ]@R (zw)@ |: ONN :|
—t

= OR'(iw)d

Domaine fréquentiel Dés lors, il est possible d’écrire la matrice numérique de Green. Elle corres-
pond & la réponse de la structure soumise a une sollicitation harmonique de pulsation

-1 . K L
Gw) = (K+iwb-w’M) =3 Ty o (D.19)

Domaine temporel La réponse impulsionnelle de la structure est calculée par simple transformée
de Fourier. Puisque

———— apour transformée de FourierY (t)e®"
(iw — ;)

ou Y (t) représente I'échelon de Heaviside. On a simplement

—t

G(t) = heav(t)" (") D (D.20)
ou"® est la matrice des vecteurs propres normalisés définis par
1

gy
[b]




INTRODUCTION

ne partie des résultats de cette these ont été implémentés dans le code informatique Modalys.

U Il s'agit principalement du calcul des modes d’une strucuture discrétisée par éléments finis.
Modalys est daurénavant un code d’élément finis ou il est possible de créer un maillage a partir de
rien en utilisant des opérations géométriques de base (translation, rotation, extrusion,...). Un fois
le maillage terminé, I'utilisateur crée un objet "élément finis" en lui associant des caractéristiques
materielles (Young, Poisson,...), des paramétres de viscosité, et des condition aux limites. Le code
C++ développé au laboratoire calcule les matrices élémentaires d’éléments finis isoparametriques, les
assemble et permet de résoudre un probléme aux valeurs propres sur des systéemes de grande taille
(100000 éléments)In fine le son de ces structures en interaction est synthétisé. Le code donne aussi
la possibilité de visualiser les résultats (déformées animées) et offre plusieurs possibilités de post-
traitement. D'autres développements sont en cours, notamment les matrices de raideur géométrique
associées au probléme de la précontrainte. Bient6t d’autres éléments finis verront le jour (élément de
plaque et coques).

A travers ce manuel, le lecteur est invité a saisir le lien qui existe entre les programme de re-
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cherche et I'activité musicale des compositeurs. Le souci a I'lrcam étant de mettre a disposition, le
plus rapidement possible, les outils issus de la recherche scientifique.

Modalys is a sound synthesis software developed at Ircam for research and musical
applications. This software allows one to build virtual instruments based on physical
models to obtain the most entire range of expressive variations in the instrument in res-
ponse to intuitive controls. An instrument, as a complex structure, is described by the
mechanical/acoustical interaction of its components (strings, tubes, resonators, sound-
board,...).

Some new research have been done recently to extend the sound prediction to three-
dimensional objects with the help of numerical methods. In particular, theoretical and
numerical treatment of the unilateral and frictionless dynamic contact between two arbi-
trary elastic bodies was studied and highlighted by simulations implemented in Modalys.
This manual presents the new functions dedicated to finite element objects.

1 (COMPUTE-MODES)

Description

This function calculates the mode of vibration of a finite element object. Mind the fact that
each time a finite element object is defined, modes must be calculated in order to process a sound
synthesis. This implies that the creation of a finite element object must be followed by the function
compute-modesit is not the case with other objects where this computation is implicitly done by
Modalys

Syntax

(compute-modeany-finite-element-objert

Parameters

my-finite-element-object The modes of vibration will be computed for this object.

Example

Read a file (for exampleiapason.mesh) in order to assign a mesh to a finite element object.
Give the desired parameters (see the funatiaike-object ‘finite-element. . ) and visualize it :

(define diapason-mesh (make-mesh ’read-from-file "diapason.mesh"))

(define diapason-fem ( make-object ’finite-element (mesh diapason-mesh)
(modes 30)
(density 7700)
(young 2el1)
(poisson .3)
(freg-loss 0.1)
(const-loss 0.5)))

(view ’object diapason-fem)
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Compute the modes of vibration and visualize one of them

(compute-modes diapason-fem)
(view ’mode diapason-fem 18 20 5)

In themeditapplication right click to obtain the main-menu and choose 'Play sequence’ in the 'ani-
mation’ sub-menu. Use also the 'm’ key.

See also

view ‘'mode, make-object ‘finite-element

5
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&
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2 (DUPLICATE 'HOMOTHETY)

Description

Constructs a mesh by duplication using an homothety. Points are extruded into lines, lines into
quadrilaterals and quadrilaterals into hexahedras.
Syntax

(duplicate ’homothety mesh rep. homothety-point homothety-amplijude

Parameters
mesh The mesh to be extruded by homothety. This mesh could be constituted
of points, lines or quadrilaterals.
rep. Number of extrusion.
homothety-point Center homothety coordinates.

homothety-amplitude Amplitude of the homthety

Example
Duplicate a quadrilateral into hexahedras by homothety

Define a mesh named; -mesh which contains a single quadrilateral (skelicate 'translation
for details) and visualize it

(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0 0 0)))
(duplicate ’translation my-mesh 1 (vector 1 0 0))
(duplicate ’translation my-mesh 1 (vector 0 O 0.5))

(view ’mesh my-mesh)

Duplicate the quadrilateral into hexahedras by an homothety
(duplicate ’homothety my-mesh 2 (vector 0.5 -1 0) 1.5 )

The meshny-mesh contains now2 hexahedras obtained by an homothety of center (x=0.5, y=1, z=0)
with an amplitudel.5. To see the result with the homothety center, define a mesh which contains the
homothety point and add it to the previous mesh
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(define center ( make-mesh ’single-point (vector 0.5 -1 0)))
(define my-mesh (make-mesh ’add (list my-mesh center)))
(view ’mesh my-mesh)

In themeditapplication use keys 'P’ and 'g’.

See also

transform 'homothety, make-mesh, view.

3 (DUPLICATE 'REFLECTION)

Description

Constructs a mesh by duplication using a reflection. Points are extruded into lines, lines into
quadrilaterals and quadrilaterals into hexahedras.

Syntax

(duplicate 'reflection mesh normal invariant-point
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Parameters
mesh The mesh to be extruded by reflection. This mesh could consist of points, lines
or quadrilaterals.
normal The vector normal to the symetry plane.

invariant-point  Any point in the symetry plane.

Example
Duplicate a point into a line by reflection with the planez = 0
Define a point
(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0 0 1)))
Duplicate the point into a line by reflection
(duplicate ’reflection my-mesh (vector O 0 1) (vector O 0 0))

The meshny-mesh is now line of length2 meters. To visualize the result with the symetry plane,
construct a quadrilateral in the plane= 0 and add it to the mesh line (sdeplicate 'translation
for detalils)

(define plane ( make-mesh ’single-point (vector -1 -1 0)))
(duplicate ’translation plane 1 (vector 2 0 0))

(duplicate ’translation plamne 1 (vector 0 2 0))

(define my-mesh (make-mesh ’add (list my-mesh plane)))
(view ’mesh my-mesh)

In the meditapplication use keys 'P’ and 'g’.

See also

transform 'reflection, make-mesh, view.
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4 (DUPLICATE 'ROTATION...)

Description

Constructs a mesh by duplication using a rotation. Points are extruded into lines, lines into qua-
drilaterals and quadrilaterals into hexahedras.

Syntax

(Duplicate 'rotation mesh rep. rotation-axis orig angle

Parameters
mesh The mesh to be extruded by rotation. This mesh could be made of by points, lines
or quadrilaterals.
rep. Number of extrusion.

rotation-axis Axis of rotation. For instance the z-axis can be given by the vector
(vector 0 0 1).

orig Origin of the rotation. The origin (x=0, y=0, z=0) is specified by
(vector 0 0 0).
angle Angle of rotation in degrees.
Examples

Duplicate a point into lines by rotation

Define a mesh named;-mesh which contain a single point giving its coordinates :
(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0.1 0 0)))
Here the coordinates of the point are (x=0.1, y=0, z=0). Duplicate the point into lines
(duplicate ’rotation my-mesh 5 (vector O 1 0) (vector O 0 0) 30)

The meshny-mesh is now an arc which contains 5 lines generated by rotation of angle 30 degrees
around the y-axis. Visualize the mesh :

(view ’mesh my-mesh)
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Duplicate a line into quadrilaterals

Define a line by translation of a point (sdeplicate 'translation. . .).

(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0 0.1 0)))
(duplicate ’translation my-mesh 1 (vector 0 0.05 0))
(view ’mesh my-mesh)

\
Duplicate this line into quadrilaterals

(duplicate ’rotation my-mesh 7 (vector 1 0 0) (vector 0 0 0) 10)
(view ’mesh my-mesh)

10 degrees around the x-axis.

The meshny-mesh is now a surface which contains 7 quadrilaterals generated by rotation of angle

Duplicate quadrilaterals into hexahedras

Using the quadrilaterals from the previous example generate hexahedras by rotation

(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0 0.1 0)))
(duplicate ’translation my-mesh 1 (vector 0 0.05 0))

(duplicate ’rotation my-mesh 7 (vector 1 0 0) (vector 0 0 0) 10)
(duplicate ’rotation my-mesh 6 (vector 0 O 1) (vector O 0 0) 15)
(view ’mesh my-mesh)
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The meshny -mesh is now a volume which contains 42 hexahedras generated by rotation of angle 15
degrees around the z-axis.

See also

duplicate 'translation, make-mesh, transform, view.

5 (DUPLICATE 'TRANSLATION...)

Description

Constructs a mesh by duplication using a translation. Points are extruded into lines, lines into
quadrilaterals and quadrilaterals into hexahedras.
Syntax

(Duplicate 'rotation mesh rep. translation-vectpr

Parameters
mesh The mesh to be extruded by translation. This mesh could contain points, lines
or quadrilaterals.
rep. Number of extrusion.

translation-vector vector of translation. For instance translation in the z-direction of length O.1
meter is given by the vectdivector 0 0 0.1).

Examples
Duplicate a point into lines by translation

Define a mesh named;-mesh which contain a single point giving its coordinates :
(define my-mesh (make-mesh ’single-point (vector 0.1 0 0)))
Here the coordinates of the point are (x=0.1, y=0, z=0). Duplicate the point into lines
(duplicate ’translation my-mesh 5 (vector 0 0.1 0))

The meshy-mesh is now a line which contains 5 segments of length 0.1 meter generated by trans-
lation along the y-axis. Visualize the mesh :




Annexe E Manuel d’utilisation de Modalys
166 Objets éléments finis

(view ’mesh my-mesh)

Duplicate the previous line into quadrilaterals

(duplicate ’translation my-mesh 2 (vector 0 0 0.2))
(view ’mesh my-mesh)

The 5 segments generate, in the z-direction, a surface mesh nameekh of 10 quadrilaterals
(5 x 2). Each quadrilateral has a surfacedof x 0.2 metet.

Duplicate the previous quadrilaterals into hexahedras

Take the quadrilaterals from the previous example and generate hexahedras by translation

(duplicate ’translation my-mesh 6 (vector -0.05 0 0))
(view ’mesh my-mesh)

The meshny-mesh is now a volume which contains 60 hexahedras generated by translation of the
previous surface in the x-direction.
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See also
duplicate 'rotation, make-mesh, transform, view.
6 (MAKE-MESH 'ADD)
Description

Add two or several meshes.

Syntax

(make-mesh 'addlist-of-meshes

Parameters

list-of-meshes The meshes to be added together.

Example

(define sum-mesh (make-mesh ’add (list meshl mesh2 mesh3)))
(view ’mesh sum-mesh)

See also
duplicate 'reflection
7 (MAKE-MESH 'COPY)
Description

Copy a mesh

Syntax

(make-mesh 'copymesh

Parameters

mesh The mesh to be copied.

Example

(define my-mesh2 (make-mesh ’copy my-meshl))

See also

fem-example
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8 (MAKE-MESH 'READ-FROM-FILE...)

Description

Syntax

(make-mesh 'read-from-filefilenamé

Parameters

filename Name of mesh data file in quotdss."my-mesh". The mesh file must conform to the
INRIA mesh format to be able to visualize it wilodalys (see the web page dedica-
ted tomedithttp ://www-rocqgl.inria.frlgamma/medit/medit.html).

Discussion

For the time beingModalysis able to deal with only one type of finite element : hexahedra. To
create an object with an external mesh file, you must eventually end with a mesh containing only
hexahedras. In the future, extensions will be made to be able to use other types of finite element.

Example

(define my-mesh ( make-mesh ’read-from-file "diapason.mesh"))
(view ’mesh my-mesh)

See also

view, make-mesh, medit.
See also the GTS GNU project located at http ://gts.sourceforge.net/samples.html.

9 (MAKE-MESH 'RESTRICT-EDGE)

Take an edge (or several edges) from a mesh to make a new mesh. This function is helpful to
extract a sub mesh from an original mesh. The result is an edge (or a list of edges).
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Description

Syntax

(make-mesh 'restrict-edgemesh edggs
Parameters

mesh  The original mesh from which a sub mesh is to be extracted.

edge(s) The edges to be extracted given by a vector of number of nodes

Example

(define sub-mesh (make-mesh ’restricted-edge (vector 1 2 3 4 1)))

See also

For details seenake-mesh 'restricted-point

10 (MAKE-MESH 'RESTRICT-PLANE)

Description

Take all the quadrilaterals that belong in a plane from a mesh. This function is helpful to extract
a sub mesh from an original 3D mesh. The result is a mesh of quadrilaterals.

Syntax

(make-mesh ’restrict-planemesh normal invariant-point

Parameters
mesh The original mesh from which a sub mesh is to be extracted.
normal The vector normal to the plane.

invariant-point  Any point in the plane.

Example

(define sub-mesh (make-mesh ’restrict-plane my-mesh
(vector 1 0 0) (vector 0 0 0)))

See also

For details seenake-mesh 'restrict-point, make-mesh ‘finite-element.
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11 (MAKE-MESH 'RESTRICT-POINT)

Description

Take a point (or several points) from a mesh to make a new mesh. This function is helpful to
extract a sub mesh from an original mesh.

Syntax

(make-mesh 'restrict-point mesh point(9)

Parameters

mesh The mesh from which the point (or list of point) is (are) extracted.
point(s) The point (or a list of point) given by its (their) number(s) in the mesh {ge& 'mesh
to visualize the numbering).

Example

Build your own mesh using the mesh toolduplicate. .., add, make-mesh. .).or simply read
a file (for exampleliapason.mesh) and visualize it

(define diapason (make-mesh ’read-from-file "diapason.mesh"))
(view ’mesh diapason)

Extract a point

(define point3 (make-mesh ’restrict-point diapason 3))

or a list of point

(define points (make-mesh ’restrict-point diapason (vector 1 2 3)))
to define two finite element objects blocked by different ways

(define feml (make-object ’finite-element (mesh diapason) (block point3)))
(define fem2 (make-object ’finite-element (mesh diapason) (block points)))

Visualize the objects

(view ’object feml)
(view ’object fem2)

Use the key 'c’ and 'g’ in thameditapplication to see the choosen boundaries.
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See also

make-mesh, duplicate, add, .

12 (MAKE-MESH 'RESTRICT-QUADRILATERAL)
Take an quadrilateral from a mesh to make a new mesh. This function is helpful to extract a sub
mesh from an original mesh. The result is a quadrilateral.
Description

Syntax

(make-mesh 'restrict-quadrilateral mesh quadrilateral

Parameters

mesh The original mesh from which a sub mesh is to be extracted.
guadrilateral(s) The quadrilateral to be extrated given by a vector of its nodes

Example

(define sub-mesh (make-mesh ’restricted-quadrilateral (vector 1 2 3 4)))

See also

For details seenake-mesh restricted-point

13 (MAKE-MESH 'SINGLE-POINT)

Description

Syntax

(make-mesh 'single-pointposition-vector)

Parameters

position-vector This parameter gives the coordinates of a point relative to an orthogonal Carte-
sian coordinate system Oxyz.

Discussion

Starting from a point, a complex finite element mesh can be obtain usirduffieate, trans-
form andadd functions (see examples).
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Example

Define a mesh named;-mesh which contain a single point giving its coordinates :
(define my-mesh ( make-mesh ’single-point (vector 0.1 0 0)))

Here the coordinates of the point are (x=0.1, y=0, z=0).

See also

duplicate, transform, add.

14 (MAKE-OBJECT 'FINITE-ELEMENT)

Description

This function is used to create a finite element object. Its sound properties depend on the geome-
try (mesh), on the material parameters (density, young’s modulus , poisson ration, loss parameters)
and on boundary conditions (the fixed part of the mesh). The dynamical behavior of this object is
described by the modal theory : the number of requested modes can be specified by the user.

Syntax and default

(make-object "finite-element(key value)

(make-object ’finite-element (mesh my-mesh)
(block my-sub-mesh)
(modes 40)
(density 7800)
(young 2ell)
(poisson 0.3)
(freq-loss 1)
(const-loss 1)))

Parameters

key Value

mesh  The mesh of the finite element object. This mesh can be obtained using the function
make-meshand theModalyss mesh tools duplicate, transform. For the time being,
Modalysis able to deal with only one type of finite element : hexahedra. Thus, the user
must give here a mesh which contains only hexahedras. In the future, extensions will be
made to extend the types of handled finite elements (tetrahedras, beams, plates etc)

block The part of the mesh to be constrained. A part (or all) of the surface of the finite element
mesh (points, edges or plane) can be fixed during the sound synthesis. The dynamic
behavior of an objet (and thus its sound) can be completly different depending on the
definition of this fixed topology. This sub mesh can be defined using the funotide-
mesh ’'restrict. . ..
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key
modes

density

young

poisson

freq-loss
const-loss

Example

Value

This value determines the number of modes of vibration computed in the simulation
of the object. As this number is increased, higher partials are added to the resultant
sound. Thus, if ten modes are declared, the lowest ten frequencies produced by the
vibration of the object are computed (see funcnamecompute-modes). Maximum de-
tail is obtained when the number of modes is high enough so that all frequency below
the Nyquist frequency are accounted for.

Density of the material in kg/m®. Some typical values are

Oak 720  Brass 8500

Glass 2300 Nickel 8800

Quartz 2650 Copper 8900
Aluminium 2700 Silver 10500
Steel 7700

Young'smodulus, itv/m?2. This parameter is related to the elasticity of the material.
A rigid material gets higher values. Some typical values are

Glass 6.2e10 Brass 1.04ell
Quartz 7.9e10 Nickel 2.1lell
Aluminium  7el0 Copper 1.2el1l
Steel 2ell Silver  7.8el0

Poisson ratio of the material, franto 1. With a value ofl the material keep a
constant volume when a deformation occurs (imagine a ballon plenty of water). Lo-
wered values authorize a loss in the total volume when a compression is done on the
material.

Define a mesh named;-mesh to declare a finite element object (s@ake-mesh, duplicaté

(define my-mesh (make-mesh ’single-point (vector 0.1 0 0)))
(duplicate ’translation my-mesh 1 (vector .013 0 0))

(duplicate ’rotation my-mesh 10 (vector 0 1 0) (vector 0 0 0) 6 )
(duplicate ’rotation my-mesh 59 (vector 0 0.0 1) (vector 0 0 0) 6 )
(view ’mesh my-mesh)

Select a part of the mesty-mesh
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(define my-sub-mesh (make-mesh ’restrict-plane my-mesh (vector 0 0 1)
(vector 0 0 0)))
(view ’mesh my-sub-mesh)

The mesh namedy-sub-mesh represents the plane of equatior= 0 (the ground here) restricted
to the meskny -mesh

Define a finite element objet using the meshmesh, block the sub meshy -sub-mesh and ask for
30 modes

(define my-fem (make-object ’finite-element (mesh my-mesh)
(block my-sub-mesh) (modes 30)))
(view ’object my-fem)

To visualize the mesh and the sub mesh use 'c’ and 'e’ imikditapplication (see Fig.1). Note
that here the material parameters (density, young, poisson) and the losses are the defaults ones. You
can check them in theoplevel.scm file in themos/init/elk directory
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FiG. E.1. To obtain the number of a node, visualize the finite element object usingetve'object command
andshift clickthe facet of interest

Notes

The functionmake-accesgseeModalys Referengean be used on a finite element object. Three
direction can be declaredhormal, ’trans0 Or *trans1. For example the instruction

(define my-fem-accessl( make-access my-finite-element
(const 1298) ’mnormal ))

make an access on th298th node of the finite element mesh in a direction normal to its surface. An
access can be declared in the tangential direction of the surface giving two node numbers :

(define my-fem-accessl( make-access my-finite-element
(const 1298 1285) ’trans0O ))

An access is created at nod298 in the tangent plane pointing through the nads5. Using
’transl the access is still in the tangent plane but points in the perpendicular direction. If you
are accustomed to the decoded notation, please noithtpeint of the mesh is referenced by the
values ai3i, 3¢ + 1, 3¢ + 2 in the decoded array. THecomponents represent the projection of the
movement wished on the-axis,y-axis andz-axis.

To obtain a node number, see the figird). The meditapplication can return, in the console,
the coordinates of the vertices of a facet and their numbers within the mesh :

Picking result :
Quad 731 : 1298, 1287, 1273, 1285 ref : O [DEFAULT_MAT]
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vertex 1298 : 0.105121 0.034156 0.023494 ref O
vertex 1287 : 0.102209 0.033210 0.034919 ref O
vertex 1273 : 0.098178 0.043712 0.034919 ref O
vertex 1285 : 0.100975 0.044957 0.023494 ref O

All the functionsmake-connection .. .can be used with a finite element object (exosjpke-
connection 'holewhich does not make sens). A finite element object can be stroke, bowed, plucked,
... with an otheModalysobject included an other finite element object.

See also

make-mesh, set-physical, view 'object.

15 (SAVE-MESH)

Description

Save the mesh data in a file

Syntax

(save-meshmesh filenanmje

Parameters

mesh Name of the mesh to be saved
filename name of destination file (in quote)

Example

Create a mesh namef-mesh using the mesh tools (sekiplicate 'rotation for example) and
save the mesh

(save-mesh my-mesh "rotate.mesh")
Mind the fact that the file format is the INRIA mesh format (see the web page dedicateeldib
http :/lwww-rocqgl.inria.fr/lgamma/medit/medit.html).

See also

make-mesh 'read-from-file

16 (SET-PHYSICAL)

Description

Set some material properties to a finite element object . This function can be used to avoid to
redefine a finite element object. The functioompute-modemust be applied in order to take into
account the new material properties.
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Syntax and default
(set-physical modalys-object (key value)

(set-physical my-object (density 7800)
(young 2ell)
(poisson 0.3))

Parameters
modalys-object The modalys object to be updated.
key Value
density Density of the material inkg/m®. Some typical values are
Oak 720  Brass 8500
Glass 2300 Nickel 8800
Quartz 2650 Copper 8900
Aluminium 2700 Silver 10500
Steel 7700
young Young'smodulus, iV/m?2. This parameter is related to the elasticity of the
material. A rigid material gets higher values. Some typical values are
Glass 6.2e10 Brass 1.04e11
Quartz 7.9e10 Nickel 2.1lell
Aluminium 7el0 Copper 1.2el11
Steel 2ell Silver 7.8e10
poisson Poisson ratio of the material, frorto 1. With a value ofl the material keeps a
constant volume when a deformation occurs (picture yourself a balloon plenty
of water). Lower values permit a loss in the total volume when a compression
is done on the material.
See also

make-object 'finite-element
17 (TRANSFORM 'HOMOTHETY)

Description

Transform a mesh by homothety.

Syntax

(transform 'homothety mesh homothety-point homothety-amplijude

Parameters
mesh The mesh to be transformed by homothety.
homothety-point Center homothety coordinates.

homothety-amplitude Amplitude of the homthety.

Example

(transform ’homothety my-mesh (vector 0.5 -1 0) 1.5 )
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See also
duplicate 'homothety
18 (TRANSFORM 'REFLECTION)
Description

Transform a mesh by reflection.

Syntax

(transform 'reflection mesh normal invariant-poiht

Parameters
mesh The mesh to be transformed by reflection.
normal The vector normal to the reflection plane.

invariant-point  Any point in the reflection plane.

Example

(transform ’reflection my-mesh (vector O 0 1) (vector O 0 0))

See also

duplicate 'reflection

19 (TRANSFORM 'ROTATION...)

Description

Transform a mesh by rotation.

Syntax

(Transform 'rotation mesh rotation-axis orig angle

Parameters

mesh The mesh to be transformed by rotation.
rotation-axis Axis of rotation. For instance the x-axis can be given by the vector
(vector 1 0 0).

orig Origin of the rotation. The origin (x=0, y=0, z=0) is specified by
(vector 0 0 0).
angle Angle of rotation in degrees.
Example

(transform ’rotation my-mesh (vector 0 1 0) (vector 0 0 0) 30)
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See also

transform 'translation, make-mesh, transform, view.

20 (TRANSFORM 'TRANSLATION...)

Description

Transform a mesh by translation.

Syntax

(Transform ’rotation mesh translation-vectdr

Parameters

mesh The mesh to be transformed by translation.
translation-vector vector of translation. For instance a translation in the y-direction of length
0.1 meter is given by the vectdivector 0 0.1 0).

Example

(transform ’translation my-mesh (vector 0 0.1 0))

See also

duplicate 'rotation

21 (VIEW 'MESH)

Description

Visualize a mesh. Thielodalysapplication launch themeditapplication to visualize a mesh. This
application can be downloaded at http ://www-rocqgl.inria.fr/|gamma/medit/medit.html.

Syntax

(view 'meshmesh

Parameters

mesh Name of the mesh to be visualized

Examples

Create a mesh nameg -mesh using the mesh tools (sekiplicate 'rotation for example) and
visualize it

(view ’mesh my-mesh)
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See also
view 'mode, view 'object
22 (VIEW 'MODE)
Description

Animate a mode of vibration.

Syntax

(view 'mode finite-element-object num-mode num-frame rep. [ajnp]

Parameters
finite-element-object The finite element object for which a mode is to be visualized
num-mode Number of the mode to be animated
num-frame Number of frames in the movie for one oscillation
rep. Number of oscillations
[amp] Amplication coefficient (optional). A default is computed to fit in the win-
dow
Example

See the command
(view ’mode diapason-fem 18 20 5)

in thecompute-modeexample. Right click in theneditapplication to obtain the main-menu. Choose
'Play sequence’ in the 'animation’ sub-menu.

See also
compute-mode
23 (VIEW'OBJECT)
Description

Visualize an object with the choosen boundaries.

Syntax

(view 'object my-finite-element

Parameters

my-finite-element The finite element object to be visualized.
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Examples

(view ’object my-fem)

See also

For details seenake-object "finite-element

24 FEM-EXAMPLE

(new)

(define side 0.002)
(define r 7 )

(define s 21 )

(define h (x 2.2 r side ))

(define base ( make-mesh ’single-point (vector side side 0) ))

(duplicate ’translation base 1 (vector (* -2 side) 0 0))

(duplicate ’translation base 1 (vector O (* -2 side) 0))

(duplicate ’homothety base 1 (vector 0 O ( * 2 side)) 1)

(define base_inv (make-mesh ’copy base ))

(transform ’reflection base_inv (vector 0 0 1) (vector 0 0 ( * -2 side )))
(define base (make-mesh ’add (list base base_inv)))

(define diapason (make-mesh ’single-point (vector side side 0)))
(duplicate ’translation diapason 1 (vector (* -2 side) 0 0))
(duplicate ’translation diapason 1 (vector 0 (* -2 side) 0))
(duplicate ’translation diapason r (vector 0 0 (x 2 side) ))

(define arc (make-mesh ’restrict-quadrilateral diapason
(vector (+ 4 (x4 r)) (+2 (x21r)) (+1 (x21)) (+3 (x471)))))
(duplicate ’rotation arc 6 (vector 1 0 0) (vector O side h) 15)

(define branch (make-mesh ’restrict-plane arc (vector 0 0 1) (vector 0 0 h)))
(duplicate ’translation branch s (vector 0 0 (* 2 side)))

(define fork (make-mesh ’add (list arc branch)))

(define fork-copy (make-mesh ’copy fork))

(transform ’reflection fork-copy (vector O 1 0) (vector 0 0 0))

(define diapason (make-mesh ’add (list base diapason fork fork-copy )))
(save-mesh diapason "diapason.mesh")

(view ’mesh diapason )

(define hold (make-mesh ’restrict-quadrilateral diapason
(vector 63 189 188 62)))




182

(define my-finite-element (make-object ’finite-element (mesh diapason)
(modes 25)
(block hold)
(young 19.5e10)
(density 7700)
(poisson 0.2)
(freq-loss 0)
(const-loss 0)))

; (view ’object my-finite-element )
(compute-modes my-finite-element )

(set-mode-freq! my-finite-element 0 0)
(set-mode-freq! my-finite-element 1 0)

(save-object my-finite-element "diapason.modal" )
(view ’mode my-finite-element 3 10 3 )

(define my-fem-access-in ( make-access my-finite-element
(const 120) ’normal ))
(define my-fem-access-out ( make-access my-finite-element
(const 15) ’normal ))

(define my-plectrum (make-object ’bi-two-mass))

553
;33 make pluck connection

29

(define my-plectrum-plk (make-access my-plectrum (const 1) ’trans0))

(make-connection ’pluck my-fem-access-in my-plectrum-plk O .1 (comnst 50))

533
;33 make position connection to push plectrum

(define my-plectrum-mov (make-access my-plectrum (comnst 0) ’trans0))

(make-connection ’position my-plectrum-mov
(make-controller ’envelope 1
(list (1list 0.00 .1)
(list 0.50 -.5))))

HES
;55 make listening point on string

39
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(make-point-output my-fem-access-out)

;33 run the synthesis and play the sound

29

(run 2) ;; make 2 seconds of sound
(play)

(save "diapason.aiff")
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1  Structure élémentaire seule et en interactiorLa premiére partie de la thése se
consacre a I'étude d'un solide élastique de forme quelconque, isotrope ou aniso-
trope, soumis a des conditions aux limites arbitraires et évoluant selon les lois de
propagation linéaire. Les résultats de cette étude servent, dans la seconde partie de
these, a résoudre les problémes d’interactions entre ces éléments de.base. . . 4

I.1  Surface de discontinuitéUn domaine fluide ou solid@, peut étre traversé par une
surface de discontinuitg,. Deux solides en contact représentés par les domgihes
et 0? (tels que®; = O} U Q?) peuvent avoir une masse volumique différente. A la
traversée de la surfa¢g la masse volumique est alors discontinue.. . . . . . . . 15

1.1 Solide élastique soumis a des conditions aux limitegn solide élastique est repré-
senté par un domairte limité par une surfacéQ =1, UT'y. . . ... . ... ... 26

1.1 Solide ©2 contenu dans un ouvertE L'application de I'identité de Maxwell-Betty
permet de représenter la solutiardu problemeP; sous la forme intégrale. Le Do-
mainef est limité par une surface2 = I",, UT'; sur laquelle des conditions aux
limitest et sontimposées.. . . . . . ... . ... .. .. 36

[11.2 Contour d’intégration Le domainef). est construit en privant le domaifiede la
boule, B.(x), de centrex et de rayor. La surfaced(). est composée de la réunion
des surfacefb. et S.. Le pointx est volontairement placé & un endroit ou la normale
est discontinue pour établirun résultatgénéral.. . . . . ... ... ... ... .. 38

I11.3 Méthodes des image€ette méthode consiste a superposer les contributions de deux
fonctions de Green de I'espace infini dont les sources sont placées symétriguement
parrapportalorigine. . . . . . . ... e e 46

[11.4 Noyau de Poisson en élastodynamiqui existe une solution élémentaire pour le
demi-espace d&? qui correspond a I'application d’une force ponctuelle dans la
directionnormale dlasurface=0. . . . . . . .. . ... ... Lo L. 47

1.5 Similitude directe Similitude directe d’'anglé etde rappor. . . . . . . . ... .. 48

.6 Transformation conforme d’un ruban La transformation conformg(z) = cosh(%%)
permet de passer du ruban infini au demi-plan supérieli®deour lequel une solu-
tion analytiqgue existe. . . . . . . . . .. 50

IV.1 Interpolation linéaire a une dimension(a) Champ de déplacement a discrétiser. (b)
Fonctions d’interpolation "chapeau”. (c) Projection sur la base d'élément finis. (d)
Résultatobtenu. . . . . . . . . . L 56
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V.2

V.3

V.4

V.1

V.2

VI.1

VI.2
VI.3

Vi.4

V1.5

Fonction d'interpolation linéaire en dimension deuxUne fonction d’interpolation
est associée a un noeud du réseau pour lequel elle prend la valeette fonction
est nulle pour toute maille ne contenant pas le noeud considéré.. . . . . . . .. 56

Modes généralisédNeuf premiéres déformées modales d'une barre fixée sur le sol.
Les fléches représentent les forces qui s’exercent sur la surface de Dirichlet (ici 18%ol).

Matrice de Green ou de PoissorChacque élément de matri#%; est une fonction

du temps. Chaque colonne représente le déplacement du solide et la force de réaction
sur la surface de Dirichlet. Cette réponse du systéme est due a une excitation imposée
au noeud correspondant. La colonik par exemple, décrit les champs qui regnent
dans la structure lorsque une force est appliquée au ntieuck type d’excitation

(force ou déplacement) dépend du noeud considéré : le noeedt placé sur la
surface de Dirichlet, la colonn&s représente donc la réponse du solide lorsqu’un
déplacement (et non pas une force) estimposée acenoeud. . . . .. ... .. 62

Vibration d’'un solide précontraint Petites déformations (région hachutég ve-
nant s’ajouter aux déformations d’une structure précontrainte (région. . . . . . 66

Condition d'impénétrabilité La surfacd’, est appelée surface de contact ou surface
de glissement. Le flux de masse a travers cette surfaceestnul. . . . . ... .. 75

Condition de contact dans la configuration déforméeJne particule matériell@;
appartenant & la surface potentielle de contact "esclgvslibit, a I'instant, un dé-
placementi® et occupe, dans la configuration déformée, le peint ¢°(X*,¢). Le

point de la surface "maitre/” le moins éloigné de&* est noté&™ = ™ (X™ t).La
mesure orientée de cette distance est réalisée par la fonction mairig|®, ¢).

Par convention, lorsque les point$ et X occupent une position admissible (non
pénétration des solides) le signe de la fonctihy est négatif. La condition d'impé-
nétrabilité des solides s’écrit doiig,,(X%,t) <0, vX*el? ... ........ 80

Projection par éléments finisd& surI'* . . . . .. .. ... 83

Ecrasement d’'un demi cylindreUn demi cylidre de rayon extérieQrs m est écrasé
par un obstacle rigide dont I'enfoncement est réglé par le parameétre . . . . . . 90

Ecrasement d’un demi cylindreEcrasement dé0 c¢m par un obstacle rigide plat et
pression surlasurfacedecontact.. . . . .. .. ... ... ... ... ..., 92

Indentation d’'un demi cylindre Indentation di & I'enfoncement d’un rectangle ri-
gidesurunedistance @® cm. . . . . . ... 92

VII.1 Two elastic bodies (a) and (b) in their undeformed (dash line) and current (solid line)

configuration. The actual surface on which the body (a) comes in contact with the
other one is not known in advance but is contained in the poftjoof its boundary. 98

VII.2 The surfacd’. is called contact surface or sliding surface.. . . . . ... ... .. 103

VII.3 Two identical rods, one initially stationary and the other moving with constant velo-

city v = 1 unit, contact each otherattime=0.. . . . . . ... ... ... ..... 110

VI1.4 (i) Time discretization of the analytical Poisson functions valid for rod (a) or (b). (ii)

Numerical Poisson functions computed using normal-mode expansion and zoomed
insubfigure (iil). . . . . . . .. ... 111
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VII.5 Impact of identical rods. Subfigure (i) : contact algorithm predictions using analytical
Poisson functions. Displacements, velocities and contact pressure at contact point of
rod (a) (solid line) and rod (b) (dotted line). (ii) Firsd0 millisecond of interaction.

In this model, the contact pressurg is postulated to be a succession of impulse
forces. (iii) Impact modeled by finite element method using numerical Poisson func-
tions. The wave reflection at time = 20s andt = 40s creates artifacts in the
velocities. (iv) First100 millisecond of interaction. A small penetration is observed

inthe displacementcurves.. . . . . . . . .. o 112
VII1.6 An elastic disk is dropped on an other one clamped on its lowered hemisphere edges.
The candidate contact nodes are numbered fraent7. . . . ... ... ... ... 113

VII1.7 Nine snapshops of a collision between two disks and contact force (in mPa) excerted
on the contact surface for an initial velocity = 1 m.s™'. The contact surface
is localized around the central nodeand involves exceptionally the nodeand
symetric10. The ninth node stay incontact. . . . . . . .. ... ... ... .... 114
VI1.8 Nine snapshops of a collision between two disks and contact force (in mPa) exerted
on the contact surface for an initial velocity; = 6 m.s™1. When the contact surface
extends itself beyond the nodgand symmetrid 0) the ninth node is no longer in
contact and a gap appears (compare with¥lg7z) . . . . . .. .. ... ... ... 115
VII.9 Trajectory and velocity of arigid body dropped on a rigid foundation for two different
interaction forces. Case (a) : energy is conserved. Case (b) : the kinetic energy is lost
atthefirstcontact. . . . . . . . . . . ... 116
VII.1®Bynthése modaleDans la pratique la convolution du noyau de Poisson avec les
sources est réalisée par un banc de filtres récursifs. A chaque filtre est associé un
mode devibration. . . . . . ... L 118

A.1 Convexité dansR? Par exemple un sous espace vectoriel est convexe, une boule dans
un espace vectoriel normé est convexe, une intersection quelconque d’ensembles

CONVEXES BSECONVEXE.. . . . . o o o i i e e e e e e e e e e e 132
A.2 Interprétation géométrique L'angle « formé par les vecteufPw—w) et(v—Pw)

estinférieuras. . .. ... ... L 133
A.3 Opérateur de projectionlcide R*surR2. . . . . ... ... ............ 134
A.4 Fonction convexeUne fonction convexe est située "au-dessus" de son plan tang&86
A.5 Extremum pour un probléme a deux dimensions. . . . . .. ... ... ..... 136
A.6 Point selleinterprétation géométrique du point selle du Lagrandien . . . . . . . 139

B.1 Elément isoparamétrique CU8Coordonnées physiques et intrinséques. Le point
M de coordonnées physiques (x,y,z) est rerésenté par un pBinlans le repére
intrinséque de I'élément par ses coordonn@es, t). . . . . . . . . . .. ... ... 144

C.1 Noyau de Poisson d’'une barre semi-infinidNoyau de Poisson du probléme de Neu-
mann pour une barre semi-infinie. La zone d’influence de I'onde est la zone hachurée

de l'espace-tempe,t). . . . v o o 148
C.2 Noyau de Poisson d’un barre de longueuf. Noyau de Poissof (0, ¢t) d’'une barre
libre-libre de longueu. au pointz =0 . . . . . . .. ... ... ... 151

E.1 To obtain the number of a node, visualize the finite element object usingetive
‘object command andghift clickthe facetofinterest . . . . . .. . ... ... ... 175
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Relation de symétrie du noyau de Poissoha premiéere partie du tableau corres-
pond a la relation classique de symétrie d’'un tenseur élémentaire de Green. Les par-
ties hors de la diagonale, expriment une nouvelle relation qui met en regard les ten-
seursP/ et X : il y a équivalence entre la réponse en déplacement de la structure,
suite a I'application d’'un déplacement sur la surface de Dirichlet, et la réponse en
force sur cette méme surface suite a I'application d’une force au sein de la structure.
Il existe donc une relation de symétrie sans dualité entre excitation et réponse. 44

Représentation modale du noyau de Poissdra somme s’étend sur tous les modes
propres, a I'exception des modes rigides et la fonatigit) vauth,,(t) = Y(t)%
ouY est I'échelon de Heaviside. La notatigti désigne le pieme mode non rigide
observé dans la directianet<? la ieme composante de la force qu'il engendre sur

lasurface de Dirichlet.. . . . . . . . . . . . . . 53

Material and geometric characteristics for the three-dimensional numerical exarfifte
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RESUME

a synthése par modélisation physique offre une démarche alternative aux techniques de syn-
L thése par modéle de signaux en s'interrogeant sur les causes de la production du son et sur sa
propagation. Un objet sonore complexe est décomposé en plusieurs sous-structures élémentaires en
interaction. Cette these étudie un assemblage de solides élastiques de formes quelconques, isotropes
ou anisotropes, couplés les uns aux autres et dont les interactions sont décrites par des conditions aux
limites imposées a leur frontiére.

Le comportement dynamique d’'un de ces solides est régit par un ensemble d’équations qu'il est
commode de présenter sous la forme d’'une équation variationnelle dont la solution mathématique est
proposée sous la forme d’une solution intégrale ou figurent explicitement les conditions aux limites.
Cette opération est rendue possible par I'introduction du noyau de Poisson vérifiant des condition aux
limites bien précises sur la surface de I'objet considéré et qui se révéle étre un opérateur d’admittance
ou d'impédance bien utile pour traiter les intéractions entre solides.

Ce travail théorique est a l'origine d’un code de calcul numérique qui permet de concevoir des
objets sonores de formes arbitraires constitués de matériaux divers. Avant de faire vibrer, ces objets
sonores peuvent avoir subit de grandes déformations qui modifieront leurs propriétés vibratoires.
Enfin l'utilisateur du logiciel peut coupler ces objets, soit par des assemblages permanents, soit par
contact unilateral sans frottement.
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