Dans la plupart des modeles physiques d’instruments de type cuivre, le jet localisé au niveau de I’excitateur est en
général modé€lisé par une équation de type Bernoulli (simple, ou version instationnaire, ou avec pertes de charges).
La non-linéarité de ce type, couplé a une levre et au tube, est responsable de I’ auto-oscillation. Toutefois, I’équation
de Bernoulli ne prend pas en charge les échanges de puissance entre le jet et la Ievre : la levre couplée n’agit que
comme un modulateur de I’ouverture. En particulier, I’énergie stockée dans la levre n’est pas restituée au jet. Dans
cet article, nous proposons de rétablir ces échanges de puissance en prenant en compte 1’énergie cinétique du
jet dans un cadre instationnaire pour des hypotheses standard simples (écoulement laminaire incompressible sans
perte). Dans un premier temps, les solutions des équations d’Euler sont décrites pour un jet 2D avec des conditions
aux frontieres adaptées & une levre mobile (présence d’une vitesse transverse). Puis, un modele macroscopique est
déduit de la solution par intégration des champs de vitesse et de pression a chaque frontiere. Ce modele est un
systeme différentiel. Il est équivalent au premier, au sens ou le champ de vitesse peut étre completement déduit des
variables macroscopiques. De plus, il respecte exactement le bilan de puissance du systeme physique original. Ce
systeme se récrit alors naturellement sous la forme d’un systeme dit "Hamiltonien a ports” dont nous rappelons le
formalisme. Enfin, un modele simplifié d’instrument complet est construit en connectant ce jet a ’bilan énergétique
équilibré” a une levre (masse-amortisseur-ressort) et un simple tube acoustique droit. Des simulations numériques
sont mises au point de sorte qu’elles préservent, elles aussi, le bilan énergétique. Les résultats de ces simulations

et de celles obtenues a partir de 1’équation de Bernoulli sont comparées et les différences caractérisées.

1 Description globale du systéeme &
problématique

On considére un musicien (M) qui interagit via un
jet (J) avec le résonateur acoustique de 1’instrument (I). Le
systtme complet est idealisé et composé des sept organes
élémentaires suivants (voir figure 1) :

(A) Une source d’Air : alimentation idéale de pression,

(L) Une Levre : systeme masse-ressort-amortisseur

parallélépipedique,
(E) Un Ecoulement : laminaire incompressible,

(T_ ;) Turbulences : deux éléments dissipatifs (7', localisé
en aval et 7T_ localisé en amont de 1’écoulement),

(TA) Tube Acoustique : tube droit acoustique conservatif,

(R) Rayonnement : charge impédantielle de rayonnement
de type résistive idéale.

Les modeles correspondants sont détaillés en section 3.

Ficure 1 — Schéma du systeme complet composé du
musicien (M) interagissant via un jet (J) avec le résonateur
acoustique de I’instrument (I) : (a) vue d’ensemble (b)
représentation des échanges de puissance entre les différents
organes.

De nombreux modeles ont été étudiés dans la littérature
[1, 2]. Pour les plus classiques qui négligent les débits de

pompage générés par le mouvement de la levre, les échanges
de puissance entre la levre et le reste du systetme ne sont
pas respectés. Dans le cas de la clarinette [3], un équilibre
énergétique est vérifié via la prise en compte de débits de
pompage. Mais, aucun transfert de puissance sur I’énergie
(cinétique) du jet n’est inclus et considéré : I’énergie de la
levre est directement transférée au tube. Dans ce travail,
on construit un modele de jet basé sur un écoulement
laminaire, incompressible et instationnaire. Il a pour objectif
de répondre a deux problemes : (P1) inclure une énergie
cinétique et (P2) garantir un bilan de puissance bien posé
entre chaque organe.

2 Systemes Hamiltoniens a ports :
principes et exemple introductif

Cette section donne quelques éléments introductifs
sur les systeémes Hamiltoniens a ports et leur formalisme.
Ce formalisme a déja été introduit dans le cadre de la
modélisation des composants électroniques pour la synthese
sonore dans [4].

2.1 Formalisme

Considérons un systéme physique composé de :

e ng composants stockants, pour lesquels 1’énergie
est E = hg(xg) = O (typiquement, pour un ressort
de raideur K, on a h(x) = 1Kx* et I'état x est
I’élongation).

e 1, composants dissipatifs, pour lesquels la puissance
dissipée est Dy = Dy(wg) > 0 (typiquement, pour un
amortissement fluide de coeflicient a, D(w) = aw? oil
w = X est la vitesse).

e np ports externes, avec comme puissance entrante Pp.

En notant les efforts e (par exemple, force, pression
ou tension électrique) et les flux f (par exemple, vitesse,
débit volumique, ou intensité électrique) en adoptant la
convention récepteur, la puissance recue par un systéme
vaut e.f. Pour les composants stockants, ces quantités

) oo s dhg dxs
sont directement reliées 2 55 et &5 en ce sens que la

dxg dt



i Scisé = dBs _ dhs dxs .
puissance regue est précisément es.fs = b = 7.

par exemple, pour un ressort, on a les lois constitutives
f= % ete = kx = %. Pour les composants dissipatifs, on
peut aussi faire une factorisation de la puissance en efforts
et flux Dy(w) = wy.zg(wy) ou z4 est positive et représente
une loi constitutive (pour un amortisseur on a f = w et
e = dw = z(w)). Pour les ports externes, les efforts e,
et les flux f, sont rangés dans deux vecteurs : 1'un est
considéré comme une entrée u, et I’autre comme les sorties
associées y, de sorte que P, = y,.u,. Les lois physiques
(principe fondamental de la dynamique, loi de Kirchhoff,etc)
permettent d’écrire les équations reliant tous les efforts et
les flux. Ces équations prennent la forme d’un “Systeme
Hamiltonien a ports” (SHP) [6] :

& J. | K |G, (VHW
w = KT Ja) Gw . Z(W) > (1)
-y -GT | -GI'| J, u

ou les matrices J., J,, Jy sont antisymétriques. VH
R™ — R est le gradient de I’énergie totale E = H(x) =
Zzi , hs(xs) exprimée en fonction de I'état [x]; = xs.
La fonction z : R™ — R"™ est la collection des z;
exprimés en fonction de w € R™ ( [w]; = wy) telle
que z(w)'.w = ZZ‘;]Dd(wd) soit la puissance totale
dissipée. Sous cette forme, 1’antisymétrie de la matrice
générale S garantit le bilan de puissance. En effet, la
multiplication scalaire de 1’équation 1 a gauche par
(VH(x), z(w),w)”, génere par construction le bilan de
puissance : E + z(w)".w —u’y = 0.

2.2 Exemple : un systeme de dimension finie
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FIGURE 2 — Systéme masse-ressort-amortissement

Considérons le systéme masse-ressort-amortissement
sous l’action d’une force F, en figure2 pour lequel on
néglige les forces de pesanteur. Pour la masse, 1’énergie
stockée est décrite par hi(x;) = %x? pour I’état x; = i
Pour le ressort et I’amortissement, les quantités sont celles
définies en §2.1 . Les variables de ports sontu = F, ety = x.
Ainsi, en notant x; la position, et w; la vitesse, le principe
fondamental de la dynamique appliqué a ce systeme conduit
directement a :

X 0 —1/M|-1/M|1/M o
X || UM o0 0 0 o
wi || /M0 0o ]o 21(w))
-y -1/M 0 0 | o u

ou h(xy, x) = %Mx% + %Kx%.

3 Modeles physiques et représentations
sous forme SHP

3.1 Musicien (M)
3.1.1 Source d’air (A)

La source d’air est le seul élément actif du systeme.
Dans cet article, nous considérons une alimentation idéale
de pression (P,4). La puissance consommée par le systeme
est P4 (1) = PAa(H)Ua(1).

3.1.2 Levre (L)

< \ ?f
Ficure 3 — Modgele de levre (L) simplifié

La levre est modélisée par un systeme masse-ressort-
amortissement présenté en figure 3. Les forces appliquées sur
les surfaces gauche et droite sont F§ = S, P% et F{ = S ,P¢
avec S, = Agsin(0,) et S4 = Agsin(6,). En ajoutant les deux
ports correspondants (gauche/droit) a I’exemple de §2.2,
et en introduisant X = (&, §)T,w = w,u = (F,P,PY) et
y =V, Uf, UZ), (L) se reformule comme un SHP avec pour
matrice S, (cf. 1) :

0 UM | UM | I/M Sy/M  —Sq/M
1M 0 0 0 0 0

g | 1M 0 0 0 0 0

L 1M 0 0 0 0 0
~S,M 0 0 0 0 0
Sa/M 0 0 0 0 0

et pour énergie Hy(X) = %MXIZ + LK(X — &),

3.2 LeJet(J)

Le jet est composé ici d’un écoulement laminaire (sous la
Ievre) et de dissipation par turbulence activable en amont et
en aval.

3.2.1 Ecoulement (E) et sa forme macroscopique
(contribution principale)

On considere un écoulement 2D laminaire irrotationnel
incompressible d’un fluide parfait dans un volume variable
Q(1) = IL&(t), sous une paroi mobile (voir figure 4).

En supposant I’effet de pesanteur négligeable, les champs
de vitesse et de pression dans le volume sont gouvernés par
les équations d’Euler :
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ol po est la masse volumique de 'air. Les conditions aux
frontiéres sont données par : vy(x, 0,1) = O et vy(x, &, 1) = ).
La solution de ce probleme est :

{ ve(x, 1)
v, 1)

vo(r) - £x

)
Sy



.
i S
Paroi mobile

| Paroi mobile

S= [T AT S+
N [ Ve, t)z 5 ]
] vy(y, 1) LE !
] Ecoulement i
: va(x, 1) : QI
e Y......

Paroi fixe

(b) L

Ficure 4 — Ecoulement laminaire 2D sous une paroi mobile
(invariant suivant I’axe z) : le champ de vitesse

v(x,y, 1) = vi(x, 1)e, + vy (y, tey.

. . .
P(x,y,0) = Py(1) +p[%<x2 —y2>§ —xlz% -0 - §v0>xJ,

on note Py(t) = P(0,0,7). En évolution isovolume (V.v =

0), nous pouvons limiter I’étude des propriétés énergétiques

a celle de la seule énergie cinétique de montant %,oolvl2 par

unité de volume [5]. L’énergie totale s’exprime alors comme
I’énergie cinétique intégrée sur I’espace €2.

¢ e ol ,
fo f: fo SpPolvCx,y, O dxdy ()

ez Loppi L lplp 1 1,0
FPLlEvy = Spel V0§+2P§3l§§ +5pezle (6)
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En définissant la moyenne d’une quantité f(x,y,f) sur
une surface ou un volume A par (f)4(¢) = }‘ fA f(x,y,0)dA,
I’énergie peut étre exprimée comme

Eg

1
Em(f)Vz,
(v, Va@ ),

ol m(é) = pllé et a(é) = %(4 + é—zz). Sous cette forme,
I’énergie de I’écoulement peut simplement étre interprétée
comme [’énergie cinétique d’une masse solide m se
déplagant avec une vitesse v. Le bilan de puissance de
I’écoulement est directement calculé a partir des équations
d’Euler par multiplication scalaire avec v. Sachant que
V.v =0, on trouve :

\Y%

1 1
at§p|v|2 + v.<§p|v|2v) +V.(pv) =0

En intégrant cette équation sur le volume Q et en utilisant les
identités de Green-Ostrogratski et de Leibnitz, il vient :
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ouy, ={S_,5,,5,} estla surface pour chaque frontiere et n
est le vecteur normal a cette surface (orienté vers 1’extérieur).

Avec 0yv, = d,vy = 0, il apparait que,
. 1
Ee = S0 <p+pvP > O
1 )
+ Sodln<p+ Ep\v\z >5, ~€S, < p>s,,

ou (—)s_, est 'opérateur de moyennage sur les surfaces S
et S.. On remarque que le modele d’écoulement peut étre
réduit a une description macroscopique équivalente en les
variables moyennées (sur le volume pour les variables d’état
et sur les surfaces de contrdle pour les variables de port).
Apres calculs, on trouve que le macro-modele correspond a
un SHP décrit par le systeme differentiel de type (1) avec :

Xg = (v, (e, & = (Vi V,, 67 (8)
1 1

u = (<P+§P|V|2>s,,<l7+§P|V|2)s+,5p<P>s,,)T ©)

= (P Py F))' (10)

Ye = (S-vi(0,0), =Sl 1), =& = (UL, UL, Vie)11)
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et Hg(Vy, V,, &) = %m(f)\/f + %m(f)a/(f)Vf. Les pressions de
sorties Py et Py sont totales : Elles représentent la somme
des pressions statique et dynamique. L’équivalence avec le
modele original vient du fait que le champ se déduit des
variables macroscopiques.

Remarque La premiere ligne correspond a une
expression similaire a la formule de Bernoulli "instationnaire”
utilisée dans plusieurs travaux [2, 7]. Cependant, dans notre
formulation en SHP, I’énergie cinétique du systeme est
prise en compte et engendre un couplage entre les vitesses
transverse et longitudinale. Remarquons aussi que cette
formulation fait émerger spontanément le débit de pompage
souvent incorporé de facon ad hoc dans les modeles a vent.
Une question naturelle est de savoir si 1’énergie cinétique du
jet a un impact significatif sur la qualité du modele.

3.2.2 Turbulences (T, )

De nombreux travaux expérimentaux sur des profils types
de cordes vocales ou levres mettent en évidence qu’en fin
de canal (ici, une levre a géométrie idéalisée) I’écoulement
se sépare des parois pour former un jet et des tourbillons
pouvant se désagréger progressivement jusqu’a 1’apparition
de turbulences. Pour obtenir une description simple, la
complexité de ces phénomenes est souvent ramenée a
I’introduction d’une dissipation de 1’énergie cinétique du jet
[8]. Nous considérons de tels modeles de dissipation (ici,
totale) : I'un (T,) en aval de levre pour un débit positif et
I’autre (T_) en amont pour un débit négatif. On peut alors
simplement exprimer I’énergie dissipée comme :

2
1 5 1 U 14,
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2
1 5 1 U8 14,
= dS = —p==+p=V?
P N vl 2p§2§2+2p3 f



Remarque : Le second terme de I’énergie cinétique est dii
a la vitesse transverse du jet. Il n’est pas pris en compte dans
les modeles classiques a une dimension.

En notant, w, = —U‘SE' et wy = —Ué, on peut définir la
puissance dissipée en amont et en aval :

1 w?2
Pr = w'(zpﬁ

= 0 sinon.

14
+ Epgv)%) siw>0

On définit les fonctions de dissipation (T.) et (T-) par :

2

zr(w) = (5

4
Wap t P3O0

ot ®(w) est une fonction phénoménologique telle que

Pr(w) >0 Vw € R, Pr(w) <1 Vw < 0ettelle que
L1 (0) soit définie.

3.3 Instrument (I)
3.3.1 Tube Acoustique (TA)
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Ficure 5 — Tube Acoustique

On considere la propagation acoustique linéaire en onde
plane dans un tube droit sans perte de section sy et de
longueur L, présenté en figure 5. Cette derniere est décrite
par les équations de conservation suivantes :

()3 S plz)0 o

ol p(z, 1) est la pression localisée au point z au temps ¢,
u est le débit volumique, ¢ est la célérité du son et Z. = ‘;—g
est 'impédance caractéristique du tube. L’ énergie acoustique

totale du tube s’écrit
L
His = [ Heod:
z=0
o H(z, 1) = 3 £uP(z, 1) + 375 p*(z.1) est la densité linéique
d’énergie. En notant X = ( 5 ) I’équation (12) peut se ré-
écrire :
0 o opH
_ 2 z 14
6,X = (6 ) )((W) (3

Cette équation est sous la forme d’'un SHP de dimension
infinie [6]. Ce type de systtme n’est pas étudié dans
cet article mais ses proprietés sont équivalentes a celles
des systeémes de dimension finie. Ainsi, la passivité est

structurellement garantie. Avec le changement de fonction

suivant :
P 1{1 Z p
v=(0 )31 Z00)

les équations de conservation deviennent,

1 0

6[XP+C(0 _1

Jo.x, =0
et gouvernent des ondes progressives découplées :

p*(. 1) = py(t F z/c)

Les conditions aux frontieres sont :

Pl = p0,0)=py0 +py(n) (14)
Us, = u(O,t)=M (15)
Pi, = p(L,t>=pz<t>+cpz<r> (16)
ug, = u(L,t):M (17)

L’énergie du systeme peut étre réexprimée en fonction
de p; et p; par un changement de variable liant I’espace au
temps.

iy = =2 | (psa =0 +lpi¢-oF a0

3.3.2 Rayonnement (R)

Le rayonnement en sortie du tube acoustique est modélisé
par une charge de type résistif p(L,?) = Z,u(L,t) avec une
impédance réelle passive Z; > 0. Avec (14), cette expression
devient :

po®) = Api(t—1)
T = 2L/c
A = (ZL-2)]ZL+Z)e(-1,1)

Cette condition frontiere est extrémement simplifiée,
comparée aux impédances réelles de rayonnement.
Cependant, elle permet de maintenir les effets principaux
sur I’auto-oscillation. Le tube est considéré comme ouvert a
droite ce qui implique une faible impédance : Z; <« Z, (et
1<0).

3.4 Modéele complet
3.4.1 Gestion des contacts et des chocs

Prendre en compte les chocs au moment de la fermeture
de la levre, tout en conservant un bilan de puissance
physiquement bien posé, nécessite une étude approfondie.
Or, ce travail se concentre sur le jet, son énergie cinétique et
son bilan de puissance. Cependant, pour pouvoir effectuer
des simulations dans toutes les configurations possibles, un
modele simpliste dissipatif de choc a été mis en place. En
effet, a I’instant du choc ¢, la vitesse de la masse est mise a
jour de sorte que &(t7) = —BE(t7) avec B € (0, 1). Ainsi, la
puissance dissipée au moment du choc est %M(l —B)2E().
Comme ce modele n’est pas réaliste, les chocs ne seront pas
abordés dans les simulations présentées dans ce travail.



3.4.2 Modeéele final

La connexion des sous-éléments (T-),(E),(T,) et (L)
se fait simplement en confondant les variables d’états,
en remarquant que V, = £/2. On obtient alors un SHP a
dimension finie gouvernant les éléments (M) et (J) :
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L’instrument (I) est connecté en utilisant I’expression des
ondes découplées :

{ Pi, = 2p;(0+Z:Uz,
Do AP{(t— 1)

L’énergie totale du systeme est alors :

H(Vx, Vya é‘:’) = HE(‘/X? Vy, é‘:) + HL(Vy7 é‘:) + HTA

4 Simulation

4.1 Schéma numérique préservant le bilan de
puissance

4.1.1 Principe

On applique un schéma temporel a 1énergie,
afin de calculer sa variation discréte. Alors, pour
conserver le bilan énergétique de notre systeéme, on
écrit cette variation en fonction de la variation de
I’état : ceci revient a fournir la différentiation discrete
d’une composée de fonctions. dE(t,dt) = E(t)dt devient
OE(t,6t) = E(t + 6t) — E(t) et ,E = 0, H(X) = VxH.0,X
devient 6H(t, 6t) = 6;1(H(X, 0X).0X(t,6t). En introduisant le
gradient discret 6§H(X, 6X), on obtient une discrétisation
informée par les parametres physiques du systéme. Ainsi,
la version discrétisée du SHP est obtenue en remplagant
la dérivée temporelle et le gradient par leurs versions
discretes. Le bilan de puissance discret découle directement
de I’antisymétrie de la matrice S.

Dans le cas général, I’expression du gradient discret
n’est pas unique. Cependant, nous pouvons définir une
version symétrique comme la moyenne de toutes les formes
possibles. Cette derniere est unique.

S’il on applique cette méthode a I’exemple du systeéme
masse-ressort-amortissement §2.2, on obtient :(9;1(H(X, 0X) =
T([0LH(X, 6X)]1 + [0LH(X, 6X)]>) avec

H(x14+6x1,x040x)—H(x1,x+0x7)
[OYH(X,6X)]1 = ( ]

ox
H(xy 0 +0x)—H(x1,x2)
(5)(2

. H(x+8x1,x)—H(x1,x2)
_ 5
WxH(X’fSX)]z—( (o000 Hio 1) ]

(5)(2

4.2 Méthode de simulation

Pour un échantillonnage a la période 6t = 1/f,, la version
a temps discret du SHP conduit a résoudre des équations en
0X (1, 01) et w(ty) (a x(t;) et u(ty) connus), dont on déduit
x(ty + 1) = x(tx) + 6x(:k, Te) et y(tr + 1). En pratique, les
relations implicites sont résolues par un algorithme de type
Newton-Raphson. La simulation se fait avec une fréquence
d’échantillonage de 44100Hz.

5 Résultats, interprétations
et discussion
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Figure 6 — Expériences (E1) : Courbes : (Bleu/cercles-My),
(Vert/triangles- M), (Rouge/étoiles- Mgy p). Graphes :
(Haut) Ouverture du canal € en fonction du temps, (Milieu)
Ouverture ¢ sur un intervalle réduit, (Bas) Energies de la
levre (énergie cinétique du jet pour Mgyp en jaune sans
marqueur)

Les simulations sont effectuées sur trois modeles pour
deux “expériences numériques” (E1 et E2) : (Mgpyp) est
le modele présenté dans cet article, (M;) est le modele
basé sur I’équation de Bernoulli stationnaire avec prise
en charge des débits de pompage, (M) est le modele
basé sur I’équation de Bernoulli sans débit de pompage.
Les parametres de simulation correspondent a ceux d’une
embouchure de trombone et sont donnés en tableau 1. Les
résultats obtenus pour ces deux expériences sont exposés en
figure 6 et 7. Pour I’expérience (E1), I’épaisseur / est petite
de sorte que le débit de pompage (alors essentiellement



di aux surfaces latérales de la lévre) soit important. On
remarque que les deux modeles Mgpyp et M, se comportent
de maniere semblable et se stabilisent rapidement, alors que
le modele sans pompage M continue de croitre. Pour cette
expérience, I’énergie cinétique du jet est faible (courbe jaune
sans marqueur). L’effet du pompage est donc prépondérant
sur I’énergie cinétique. Pour I’expérience (E2), [/ est décuplée
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Ficure 7 — Expériences (E2) : La 1égende est identique a la
figure 6

de sorte que I’énergie cinétique du jet n’est plus négligeable
par rapport a I’énergie de la masse (voir figure 7(bas)).
De plus, dans cette configuration le débit de pompage est
diminué. Contrairement a la premiere expérience, les deux
modeles M, et M, se comportent de manicre semblable ce
qui montre 1’effet non négligeable de la prise en compte de
I’énergie cinétique dans le modele Mg pp.

Expérience (ED) (E2)
Epaisseur de levre (m) : [ 0.001 0.01
Longueur de levre (m) : { 0.025 0.025
Surfaces de levre (g/d) (m?): SgetSy | 0.000176 | 0.000176
Ouverture au repos (m) : & 0.0005 0.0005
Masse de levre (Kg) : M 0.0025 0.0025
Taux d’amortissement de levre : 0.1 0.1
Fréquence naturelle (Hz) : 108.5 95.5
Pression d’alimentation (Pa) : Py 8000. 8000.
Rayon du tube : (m) 0.02 0.02
A -0.95 -0.95

TaBLEAU | — Valeurs des parametres pour les deux
expériences (E1) et (E2)

6 CONCLUSIONS

Dans cette article, nous avons construit un modele
de jet qui répond aux deux problemes exposés en §1 :
(P1) inclure une énergie cinétique et (P2) garantir un
bilan de puissance bien posé entre chaque organe. Les
simulations ont montré que la prise en compte de 1’énergie
cinétique modifiait la dynamique du systéme pour certaines
configurations réalistes. Ces premiers résultats justifient une

étude plus large, en traitant par exemple, une géométrie
adaptée a la clarinette. Afin de compléter ces premiers
travaux, il est indispensable de construire un modele de choc
réaliste a bilan de puissance bien posé, compatible avec le
formalisme des SHP. Par la suite, 1’ajout d’une seconde levre
nous permettra de traiter le cas des instruments a anches
doubles et des cordes vocales. Enfin une étude comparative
expérimentale sur bouche artificielle [9] pourra étre menée

afin de qualifier I’apport réel de ce type de modele.
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